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TESTE PARA VERIFICAR A IDENTIDADE DE
MODELOS DE REGRESSAO E A IGUALDADE DE
PARAMETROS NO CASO DE DADOS DE
DELINEAMENTOS EXPERIMENTAIS'

Adair José Regazzi’

1. INTRODUCAO

Na analise estatistica de experimentos em que os tratamentos sio
niveis crescentes de um fator quantitativo, como niveis de adubacio,
tempo, temperatura ou fungicida, o efeito de tratamento deve ser avaliado,
em geral, por meio de uma analise de regressao, pois neste casc o uso de
procedimentos para comparagées multiplas (testes de médias) ndo ¢
indicado.

Alguns problemas tém aplicagOes importantes, como determinar se
um conjunto de curvas € idéntico, se tem um intercepto comum ou se
alguns dos parametros do modelo sdo os mesmos de modelo para modelo.
Em muitos casos, o interesse maior esta em saber se um conjunto de
equagoes pode ser representado por uma equagido comum:.

NETER et al. (5) testaram se duas equagOes de regressdo linear
simples eram 1denticas utilizando o teste F. Os pesquisadores comentaram
que o teste pode ser aplicado para verificar a 1gualdade de duas equagdes
de regressao polinomial ou de duas equagodes de regressdo muiltipla, desde
que sejam feitas as modificagdes adequadas, e, ainda, que o teste pode ser
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estendido, em caso de trés ou mais equagdes. Eles mostraram, também,
exemplos de comparacdo de parametros de equagoes de regressio.

GRAYBILL (2) apresentou um método para testar a hipdtese de
igualdade de um conjunto de modelos lineares, empregando o teste F.
Como exemplo, citou o uso de fertilizantes em determinada cultura, onde
se usa certo numero de variedades e, para cada uma, obtém-se a relacio
entre a produgao e a quantidade de fertilizante aplicada, mediante equagdes
de regressdo. Nesse caso, pode-se determinar se o aumento na producio,
por unidade de fertilizante, é o0 mesmo para todas as variedades ou se a
producdo de cada variedade € a mesma na auséncia de fertilizantes Testes
para verificar essas hipoteses foram apresentados.

STEEL e TORRIE (9) apresentaram testes para verificar a igualdade
entre dois coeficientes de regressdo e, também, entre mais de dois
coeficientes de regressao linear simples.

REGAZZI (8) admitiu apenas um valor observado de Y para cada
~um de X, e considerou o ajuntamento de H equacoes de regressao
polinomial de grau k, mediante o emprego da técnica dos polindmios
ortogonais, em que apresentou, em detalhes, um método para testar as
seguintes hipdteses: a) Hy: as H equagdes sdo idénticas; b) Hy: as H
equagoes tém uma constante de regressdo comum; e ¢) Hy: as equagdes
tém um ¢/ou mais coeficientes de regressdo iguais. Ele concluiu que o
método apresentado € geral e pode ser usado em modelos polinomiais de
qualquer grau, ortogonal ou ndo, e também em modelos de regressdo
multipla.

Considerando o caso de dados provenientes de delineamentos
experimentais (com repetigdes), o objetivo do presente trabalho foi

apresentar um metodo para testar as mesmas hipoéteses avaliadas por
REGAZZI (8).

2. METODOLOGIA E RESULTADOS
2.1. Dados provenientes de um delineamento inteiramente casualizado

2.1.1. Preliminares

Considere-se, inicialmente, um experimento com | tratamentos,
sendo I niveis de um fator quantitativo, cadaumcomr; i=1, 2, .., )
repeti¢oes, no delineamento inteiramente casualizado.
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Do ponto de vista da Estatistica Experimental, e considerando um
modelo de regressao polinomial de grau k, dado por

i R W

QUADRO 1 - E;quem; da analise da varidncia

| Fontes de Vartagdo ,. _r _....G-L}i o
Regressao k
| Falta de ajustamento [-k-1
Tratamentos I-1) 3
! RfSldumg ) _ _ _ . _ Il* = | _
Total n-1

No Quadro 1, a fonte tratamentos foi decomposta em regressio e
falta de ajustamento (ou desvios da regressio). Adotando-se este esquema,
o teste F para regressao e tambem para falta de ajustamento tem o
quadrado médio do residuo (“erro puro”) como denominador. E sempre
desejavel que a falta de ajustamento seja nao-significativa, indicando ser
apropriado o modelo linear utilizado.

Na pratica ocorre, com certa fregiiéncia, um resultado significativo
para falta de ajustamento, mesmo testando diferentes modelos. Esta é uma
situacao embaragosa. Uma recomendacdao que pode ser adotada em tais
casos €, apesar desta restrigdo, optar pelo “melhor” modelo testado, sendo
este escolhido baseado em outros critérios dentro das técnicas de
diagnostico de regressio.

O quadrado médio do residuo estima a varidncia residual o*,.e o
quadrado médio para falta de ajustamento estima a variancia residual o” se
o modelo é correto e a” + “viés” se ele ndo é apropriado. Assim, se a falta
de ajustamento for ndo-significativa, pode-se adotar o esquema de analise
apresentado no Quadro 2. Neste caso, tanto o quadrado médio do residuo
quanto o quadrado medio para a falta de ajustamento podem ser usados

como estimativa da variancia residual 6°. Uma estimativa conjunta de o°,
denomimnada quadrado meédio do residuo da regressdo, ¢ dada pela
combinacao das somas de quadrados do residuo e da falta de ajustamento,
dividida pela soma dos respectivos graus de liberdade. Assim, o teste F
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para regressdo ¢ para falta de ajustamento tem como denomimador o
quadrado meédio do residuo da regressiao e o quadrado medio do residuo,
respectivamente. Para obter o residuo da regressio no caso do
delineamento inteiramente casualizado, basta considerar o modelo de
regressdo na forma Y = X[3 + €, com Y sendo um vetorn x 1.

P

QUADRO 2 - Esquema da analise de variancia
i, . E—

Fontes de Vanagao G.L.

Regressdo _ k |
Residuo da regressao | n-k-1 |
Falta de ajustamento | I-k-1

Residuo n-1

R L y N IR A A U

" Nos casos em que a falta de ajustamento ¢ significativa, pode-se
concluir que o modelo utilizado ndo é apropriado. Assim, o quadrado
médio do residuo da regressdo ndo estimaria corretamente a variancia
residual (o), pois estaria incluindo um erro sistematico, devido ao uso de
um modelo inapropriado.

- 2. 1 2. _Modelo Esiatistz‘co Completo

| Para o teste das trés hipdteses de interesse, considere-se, inicialmente, H
experimentos (H diferentes situagoes emeﬁmeatais) conforme descritos em
2.1.1., em que cada um deles foi ajustada uma equacao de regressao polinomial
de segundo grau. As H equacoes sao dadas por: ..
| Yn.—a;-l-b;Xh-l-_c;Xh-l*e;,,1—12,..., N, | S |
Yy =aytby Xt X tey ,i=1L2,..n,  (a.l)

| YHi = ayg T bHXHl"i‘ Cu XZHi + € , 1 = 1, 2 y weey IR, -
em que
Yy = 1-€ésima observaqao do h-ésimo modela sendo n, (h=1, 2,
H) o numero de observagao do h-esimo experimento;
 ay, bu e ¢y = 0s parametros do h-ésimo modelo;
- Xy = 1-esimo valor da vanavel independente do h-ésimo modelo;
ey = erro aleatorio, associado a i-ésima observagio do h-ésimo
modelo sendo suposto mdependente e normalmente distribuidos, com

medla__ze_m e variancia comum G°, isto ¢, ey; ~ NID (0, 6%);
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Z n;, = N =numero total de observagoes.
h=1

As hipdteses que serdo consideradas sdo as seguntes:
a) Ho: B1=PB.=...= Pun, isto é, as H equagdes sio ideénticas.

ap
emque Br=|by |;
e,

'b) Hy: a; = a, = ... = ay, isto ¢, as H equagdes tém uma constante de

regressao comum, e

c) Hy: c; = ¢; = ... = cy, isto é, as H equagdes tém os coeficientes de
regressdo do termo de segundo grau iguais, ou Hy: by = b, =... =bgec; =
c, = .. = cg, isto é, as H equagdes tém os coeficientes de regressdo dos
termos de primeiro e segundo graus 1guais. | - (a.2)

O h-ésimo modelo em (a.1) pode ser escrito como:

Yu=XePu+ €s | (a.3)
em que
" - 2 2 7]
Yi I Xy X
| w2 1 Xpr Xy [ah
Y h = Xl'l = ¥ B h = bh
- - i -
‘ L
p 11 Xy X2
oy, h-—l i n, L Ihﬂh hﬂh_p
| hi |
| “h2
| - | |
B h = J ; : l : ((1,4)
—~— n i;
FZ




388 REVISTA CERES

Escrevendo esses H modelos na forma do modelo linear geral
Y =XP+ g, tem-se que:

[Yl (X, ¢ 0 B,
Y, 0 X, 0 B
Y Lb ¢ X B
wL= B, N o - oL~
€1
)
£= | ' (@..5)
€H
NL~"" 11

Evidentemente, € ~ N(0O, o’I). O sistema de equagdes normais,

obtido pelo método dos minimos quadrados, € X’Xﬁ =X"Y, isto é:

- =B Tx

XX, ¢ o 1 12 [P

0 XX, o | P2 X, Y
]

' .

. ¢ XuXy_ BH [XHYH
L~ -
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ﬁ =(X’X)'X'Y (0..6)

e, ainda, sendo a matriz (X’X)"' bloco diagonal, onde cada bloco é a matriz

inversa (X’,Xs)" de cada modelo, tem-se que (.6) pode ser escrito do
seguinte modo:

B (X'IXI)_IX'IYI

| (x'zxz)“lx'z Y,

(0.7)

| TR
[
T

, 1
By (XHXHT XuYH

2.1.3. Andlise de varidncia relativa ao modelo completo

Generalizando, considere-se o ajustamento de H modelos de
regressao polinomial de grau k.

A soma de quadrados de parametros relativa ao modelo completo

P

H
(o.5) é dada por SQPAR (c)= B'X'Y = Z BpXy Y (a..8)
- h=1 "

B

com Hp (H modelos , cada um com p parametros) graus de liberdade.
A soma de quadrados total ndao-corrigida ¢ dada por

H
SQTOT ()= Y'Y = > Y Y}, com N graus de liberdade. (@.9)
e

A soma de quadrados do residuo da regressao € obtida pela
diferenca entre (a.9) e (@..8), em que

SQRR (c)= Y'Y - B'X'Y
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h=1 - h=1 -7
H \ ~
= 2 (thh — PXp Y}:J
- h=1 | ~
Z SQRR; com N - Hp graus de iberdade,e. @™ = (. 10)
h=1

com n, - p graus de hberdade é a soma de quadrados do remduo da
regressao relativo ao h-ésimo modelo, isto e, correspondente a analxse de
variancia da regressao para a h-ésima equacgao.

O esquema da analise da variancia relativa ao modelo completo esta
apresentado no Quadro 3. -

C — - . - — —e

QUADRO 3 - Esquema da analise de varidncia relativa ao modelo !
completo

!

J : - . ‘ . - ‘

Fontes de Variagio G.L. S.Q. QM. *

e s 2 ~ _ i . -

Parametros ( B) Hp B 'X'Y !

!ResiduodaregreSsﬁo N-Hp "1Y,§;‘_'B',X.Y | QMRR= &2

T —

|

.ﬁn-- pXY ZSQRRh

*62 ~ | 'f I S T
N——Hp N Hp

ok

Na realidade, 0~ ¢ o estimador comum da vanancia residual, que
pode ser obtido pela media ponderada dos estlmadores das variancias
residuais de cada modelo. |

Uma vez que o modelo pressupe homecedasticidade e a violagao
dessa pressuposi¢do, em casos extremos, pode levar a erros graves nas
conclusOes, sua venﬁcagao podera ser felta mediante 'um dos testes de
homogeneidade de variancias, como, -por exemplo, o teste de Bartlett,
citado por LI (3). Com base nos trabalhos de CONAGIN er al. (/) e
NAGAI et al. (4), venfica-se que, dentro de certos limites, a
heterogeneidade de vanancias n3o € assim um fator tao limitante. Por
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outro lado, conforme se verifica em PIMENTEL-GOMES (6), quando se
tem uma relacdo de variancias menor que sete € quase sempre possivel
combinar as variancias residuais, obtendo-se uma estimativa comum. Esse
fato pode ser estendido para o problema em questdo e, quando esse
quociente for além de sete, convira considerar separadamente subgrupos de
modelos, onde se tenha, dentro de cada subgrupo, uma razoavel
homogeneidade de vanancias.

2,1;4. Testes Estatisticos |

Neste item, ¢ apresentado o método com o esquema de analise para
o teste das trés hipoteses formuladas em (a.2).

2 1 4.1. Teste para verificar a i gualdade de um conjunto de
| “equagoes de re gressao

Sob a hipotese de nulldade
Ho. [31 = B 2 =...= By (asH equac;oes sdo idénticas), os modelos em (a 1)

reduzem-se a forma o ..

Yy = a+th,+th,+eh, | (o.11)
em que Yy, Xy € e tém as mesmas especificacoes dos modelos em (a.1)e
a, b e ¢ s30 os parametros comuns.

Utilizando a notagdo matricial, os modelos reduzidos (a 11) podem
ser escritos como '

Y=27208+c¢, _ ' - (12)

em que
Y = vetor dos valores observados da variavel dependente, de dimensoes

N x 1, 1gual a (a.5);
zXz

Z= | emque Xpcomh=1,2 ..., Héigual a(a.4)

NLA
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O= |[b|,queéo vetor dos pardmetros comuns; ¢
p -;-1

L

€ = vetor de erros aleatorios, de dimensdes N x 1, 1gual a (a.5).

O sistema de equagOes normais relativo ao modelo reduzido (o.12),
obtido pelo método dos minimos quadrados, ¢ Z’Z0 =Z’ Y , isto ¢,

a

- : - i
Z Xy Xp b = Z XY j (a.13)
h=1 ] i=1

C

Sendo a matriz Z’Z de dimensoes p X p e nao-singular, o estimador
do vetor de parametros comuns tem a seguinte expressao:

0= Zzy'2Y (a.14)

Sendo a matriz Z’Z composta pela soma das matrizes X'y X, de cada
modelo, bem como a matriz Z’ Y, o estimador do vetor dos parametros

comuns pode ser escrito do seguinte modo:
A H ' _1 H '
h=1 j=1 |

A soma de quadrados de parametros, relativa ao modelo reduzido
(a..12) ¢é dada por:

SQPAR (I']) = é' Z' Y

H (H V7! H )
— Z Yj Xj Z XpXp Z X, Y| com p graus de
j=l ~ \h=1 y, t=1 N y,

liberdade. (o.16)

A soma de quadrados total nao-corrigida € dada igualmente por
(0..9). Assim,

H
SQTOT () = Y'Y = Z Y, Y,,com N graus de liberdade.

h=1

(@.17)

A soma de quadrados do residuo da regressao relativa ao modelo
reduzido ¢é obtida pela diferenca entre (a.17) e (a.16), em que:
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SQRR(m)=Y'Y — 0'Z'Y

H H H 1w
=2, Y Yu— | 2 Y X5 | | 2 XoXy 2. X Y
h=1" 7 j=1 "~ h=1 t=1
com N - p graus de liberdade. (a.18)

O teste estatistico para a hipotese Hp: B, = B2 = ... = Bu(@as H
parametros do modelo completo.

Assim, a reducgiao devida a hipotese Hy, denotada por Redugao (Hy),
¢ obtida pela diferenca entre (o.8) e (a.16), ou seja:

Reducao (Hy) = SQPAR(c) - SQPAR(ry)

=B'X'Y - 92'Y (.19)
H ! . H f
=2 B XYy - 02 XY,
h=1~ t=1
com (H - 1) p graus de liberdade.
Para testar a hipotese
Ho: B1= B, =... = Bu (as H equagdes sdo idénticas)

vs H, : B; # B; para pelo menos um i # j (as H equagdes nio sdo

At L

idénticas) utiliza-se a estatistica F, dada por:

[SQPAR(c) - SQPAR(ry)] / (H- 1) p

Fo = SQRR() / (N - Hp) ] (0.20)

De acordo com GRAYBILL (2), na hipétese de nulidade Hy: B1 =

Bz = = BH, a estatistica (o.20) apresenta distribuicdo F central, com

(H Dpe (N - Hp) graus de liberdade.

O teste pode ser facilmente visualizado a partir do esquema da
analise de variancia apresentado no Quadro 4.
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QUADRO 4 - Esquema da analise de variancia relativa ao teste da |
hipétese Ho: B1 = B, = ... = By (as H equagdes sio |

| identicas)

| Fontes de Variagio  G.L 5.Q. QM. Fo

| Parametros ( B) (Hp) Q, = E:X;E—

| H

lParametms(e) b Q, = 9‘ Z tht l
- =1

!Redu"‘ H H-1 Qs = V) = 23 VIV |

¢do (Ho) (H-Dp 3= Q1 -Qa 1 (H-1)p 1/ V2

. . Q4

Residuo da Regressio N-Hp Q.f =Qs-Q . Va=5o Hp |

l—TGtal N Qs = ?:fg - ]

Assim, rejeita-se Hy se e somente se Fo = Fy . (1113, Nop,

H
em que N = Z Ny,
h=1

A nao-rejeicdo da hipotese Hy, permite concluir que, a uma
significancia o, as H equag¢des ndo diferem significativamente entre si.
Assim, a equagdo ajustada com as estimativas dos parametros comuns
pode ser usada como uma estimativa das H equagdes envolvidas.

2.1.4.2. Teste para verificar se H equagdes de regressdo tém uma

constante de regressdo comum

O esquema da analise da vaniancia relativa aoc modelo completo € o
mesmo apresentado no Quadro 3.

Sob a hipétese de nulidade:

Hy: a; = a, = ... = ay (as H equagOes tém uma constante de regressio
comum), os modelos em (a..1) reduzem-se a forma

Yui = a + by Xy + ceXui + €, | (a.21)
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em que Yy, Xni, by, Cu © € tém as mesmas especificagoes dos modelos em

(a.1), e a € o parametro comum.
A partigdo de B4 e X, em (o.4) é:

! ah

Bp=|————

o

O,

f )

emquea,élxle o, é(p-1)x1

A seguir, € apresentado o teste estatistico para testar a hipotese

5Xhm

H,: a; = a; = ... = ag = a (desconhecido)

Utilizando a notacdo matricial, os modelos reduzidos (.21) podem

ser escritos como

Y=By+e

emque Y =

L

[Y;,Y;,..

y':[a, 8;, 82

I

lj;
| U
WZ

V}
¢

m

(@.22)

O sistema de equagOes normais, relativo ao modelo reduzido (a.22),
obtido pelo meétodo dos minimos quadrados, €:

B,Bﬂf =B’Y , 1sto 3,
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H | | . _ 1 [IH T
[Z UU, UV, UY,...UyV, {a YUy,
=1 = ” ” -~ =1
Wi Vv 6 l-"s; |,
|V, 92 ¢ .V, o | 5 2 V; Yz
] = | (.23)
.l'
i.
V., Uy b O ... ViVy | |34 V., Yy
- B .
- _ -

Sendo a matriz B’B de dimensdes [1+H(p-1)] x [1+H(p-1)] e nido-
singular, o estimador do vetor de parametros tem a seguinte expressao:

¥=(B'B)"'B'Y (@.24)

A soma de quadrados de parametros relativa ao modelo reduzido
(a.22) ¢é dada por:

SQPAR ()= ¥'B'Y ' (a.25)

-
L™

com 1 + H(p-1) graus de liberdade.

A soma de quadrados total nao-cormgida foi dada em (o.9), e a soma de
quadrados do residuo da regressio relativa ao modelo reduzido € dada por:

SQPAR ;) = Y'Y — ¥'B'Y , com N - [1+ H(p - 1)] graus de

E o

liberdade.

A reducao que H, provoca na soma de quadrados de parametros do
modelo completo ¢ dada por:

Redugdo (Hy) = SQPAR (c) - SQPAR (1)
=B'X'Y — ¥'B'Y , comH -1 graus de liberdade.

"

Assim, para testar a hipotese,
H, : a; = a, = ... = ag (as equagOes tém uma constante de regressao
comuim).

vs Ha : a; # a;, para pelo menos um 1 # j, utiliza-se a estatistica F
dada por
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[SQPAR(c) - SQPAR(,)] / (H - 1) (a.26)
SQRR(c) / (N — Hp)

Fo =

A uma significancia o, a decisdo sobre o teste de Ho vs H, ¢ a
seguinte: Rejeita-se H, se e somente se Fy = Fon - 1, Np. Em caso
contrario, nao se rejerta Hy.

Esse teste pode ser facilmente visualizado a partir do esquema da
analise da variancia apresentado no Quadro 5.

|QUADRO 5 - Esquema da anilise da varidncia relativa ao teste da hipotese Ho: a, = |
a, = ... = ay (as H equagbes t€ém uma constante de regressao comum)
Fontes de G.L. S.Q. QM Fy
Varnagdo {
Parametros (E ) (Hp) = E‘ X' E’
Parametros (Y ) 1+ H(p-1) Q= ?‘B‘E’ I
" _ Q3
Redugao (Hy) H-1 Q:=Q;-Q, V= o1 Vi/Va
| Residuo da . Q4
- = - Vo =
Reg[essﬁo N Hp Q4 Q5 Ql 2 N — I"Ip
Total N Qs= Y'Y 1

2.1.4.3. Teste para verificar se H equagdes de regressdo tem um ou
mais coeficientes de regressdo iguais

O esquema da analise da variancia relativa ao modelo completo € o
mesmo apresentado no Quadro 3.

Sob a hipétese de nulidade

H, : ¢ = ¢, ... = cq (as H equagoes tem os coeficientes de regressao
do termo de segundo grau iguais), (a.27)
os modelos em («.1) reduzem-se a forma

Yy =ay + b Xy + € Xy Chi, ((128)

em que Yy, Xni, an, by € ey tém as mesmas especificagoes dos modelos em
(a.1) e ¢ € o parametro comum.

A partigdo de B e X, em (a.4), generalizando para p parametros, é:

oy

-

Pp = |—-———, Xp = [Uhi Vh]
Y &

Fmar
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emque Ppéumvetorpx 1, apépix1 (O<pi<p)e Yuaépax1 (pr=

P - P
A seguir, é dado o teste estatistico para testar a hipotese

Hy: Wi=wy,= ... =\yu= Y (desconhecido) (.29)
Evidentemente, a hipotese em («.27) é um caso particular da
hipotese formulada em (o.29).

Utilizando a notagdao matricial, o modelo reduzido pode ser escrito
como

Y = WI + ¢ (a.30)
em que;
Y'm[Y'l, Y, ... Y'H:!

W

F’m[al , Og, . . ., Oy, w']e

6 ¢ ...Uy Vy

O sistema de equagOes normais relativo ao modelo reduzido (a.30),
obtido pelo método dos minimos quadrados, ¢

WWIL =WY , istoé,
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, &, | I—U'Y
Uu, ¢ ... ¢ Uy [|¥ -
| L iw i
IR R VA | -l B R el
. . - !. l i.

P . : . . . - . ;((131)

K o ...UgUy UyVy H Uy Yy |

Q.
iy LU, ... WUy ZViViJ - Zvi Y. |
i=1 L

el

Sendo a matnz W'W de dimensodes (Hp, + p2) x (Hp, + p,) e nao-
singular, o estimador do vetor de parametros tem a seguinte expressio:

F=(WW)'w'y (@32

A soma de quadrados de parametros relativa ao modelo reduzido
(.30) € dada por:

~ SQPAR(r)=T"W'Y,  (@.33)

com Hp, + p, graus de liberdade.

A soma de quadrados total ndo-corrigida é dada em (a.9), e a soma

de quadrados do residuo da regressao relativa ao modelo reduzido é dada
por: |

SQRR(r;) = Y'Y - I"'W'Y  (@34)

com N - (Hp; + p») graus de liberdade.
A redugao que Ho provoca na soma de quadrados de parimetros do

modelo completo é dada por:
Redugao (Hy) = SQPAR(c) - SQPAR (I3)

= B'X' Y-['W'Y , com (H - 1)p, graus de hiberdade.

Assim, para testar a hipotese
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vsH,: Yy # Wy ,parapelomenosumh=#h’=1, 2, .. H, utiliza-

se a estatistica F, dada por:

Fo= _ISQPAR(c) - SQPAR(ry)]/(H -~ D)p; (.35)
SQRR(c) / (N - Hp)

A uma significancia o, a decisdo sobre o teste de Hy vs H, é a
seguinte: Rejeita-se Hy, se e somente se Fy > Fy:@iyp, NHp. Em caso
contrario, nao se rejeita Hy.

O teste pode ser facilmente visualizado a partir do esquema da
analise da variancia apresentado no Quadro 6.

[QUADRO 6 - Esquema da analise da variancia relativa ao teste da hipdtese Hy: |
—_ - Y,
Yi=WV,=...=V¥y |
!
Fontes de Vanacio _GL. __S.Q. . QM. ___F |
Parametros =Bp'X'Y
B Hp) ~— Q=PXY |
Parametros ( I; ) Hp, + p, Qy = EW'E |
- Vi = B3
Redugio (Hy) HDp  Q=Q-Q = o, ViV
!
. ~ Vo = Qq
|Residuo daregressio N -Hp Qs= Qs -Q 27N = Hp
| Total “ N Q=YY | ]
- — -— — — . e
! Esse teste é geral, isto &, pode testar a igualdade de um, alguns ou todos os coeficientes |

| de regressdo do modelo.

2.2. Dados provenientes de wum delineamento em blocos
casualizados completos

Considerando um experimento como descrito em 2.1.1., porém com
I; = r para todo 1, com os I tratamentos em blocos casualizados completos,
tem-se o esquema usual da analise da vanancia apresentado no Quadro 7.
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IQUADRO 7 - Esquema da analise da variancia

| Fontes de Variago | GL.

Regressio k

| Falta de ajustamento I-k-1

| Tratamentos o I-1

Blocos r- 1 |
| Residuo | d-D@E-1) -

| Total * -1

I "n=1Ir

Conforme foi comentado em 2.1.1, se a falta de ajustamento for
nao-significativa, pode-se adotar o esquema de analise apresentado no
Quadro 8. Neste caso, o teste F para regressao e para falta de ajustamento,
tem como denominador o quadrado medio do residuo da regressdo ¢ o
quadrado meédio do residuo, respectivamente.

|QUADRO 8 - Esquema da analise da variancia
|
Fontes de Vanagao __GL. i
Regressao k ;
Residuo de regressao | n-k-r |
| Blocos r-1 |
Falta de ajustamento I-k-1 |
| Residuo . d-H@-1) .

Considerando o modelo de regressdo na forma Y = X3 + €, com

Prrmgt

Y sendo um vetor n x 1, a soma de quadrados do residuo da regressdo

para o h-ésimo modelo (h =1, 2, ..., H) é dada por:
SQRR;, = Y;]Y h B;IX'II Yh - SQB]OCOSh .

A derivacdo para o teste das trés hipoteses formuladas € analoga ao
que foir desenvolvido para o delineamento nteiramente casualizado.
Admitindo a homocedasticidade, tem-se que o quadrado médio do residuo
da regressao para o modelo completo ¢ dado por:

H A H
> SQRR, Y'Y -B'X'Y - > SQBlocos,
___ h=l R |
N-Hp-H@-1) N-Hp-H(r-1)

6_2
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3. ILUSTRACAO DO METODO

3.1. Delineamento inteiramente casualizado

Julgou-se adequada a ilustracio dos resultados obtidos neste estudo.
Consideraram-se quatro experimentos (quatro variedades de uma
determinada cultura), onde cada um era constituido por sete tratamentos no
delineamento inteiramente casualizado com trés repetigdes, cujas médias
de produ¢ao estao apresentadas no Quadro 9.

| QUADRO 9 - Médias de produgfio (kg/parcela) de quatro variedades em setc niveis de adubagdio

1 1 |

Vanedades Nivets de adubag@o (kg/ha)
0 30 60 90 120 150 180
1 81,3 1104 2275 261,7 2687 250,7 190,7
2 1394 157,7 2202 305.0 283.2 2499 2162
3 68,0 166,53 216,7 2655 2970 2149 1996
4 92,0 1604 250,7 2535 300,7 2547 228,1

Os quadrados médios do residuo (“erro puro”) para os experimentos
I, 2, 3 e 4 foram 768,2560; 1191,4640; 7823754 e 650,4109,
respectivamente. Considerando o modelo polinomial do segundo grau,
efetuou-se a analise da variancia da regressdo para cada experimento, com
o objetivo de se testar a falta de ajustamento. Optou-se pela regressdo
polinomial apenas para mostrar os resultados numéricos, pois uma
condigdo basica para estudos de regressdo sdo as propriedades matematicas
das fungdes utilizadas, e segundo PIMENTEL-GOMES ¢ CONAGIN (7),
regressoes polinomiais, principalmente de terceiro e de quarto graus nio
ttm propriedades matematicas adequadas para representar o
comportamento dos dados de ensaios de adubagdo. Uma vez que para as
quatro analises o teste para a falta de ajustamento foi ndo-significativo em
nivel de 5% de probabilidade, obtiveram-se os residuos da regressdo para
aplicagao do teste de homogeneidade de variancias, cujos resultados estio
‘apresentados no Quadro 10.

QUADRO 10 - Resumo da analise de vanidncia da regressio e do teste de
homogeneidade de varidncias

Fontes de Variagdo G.L Quadrados Médios
Variedade 1 Vanedade 2 Vanedade 3 Varnedade 4
l Parﬁmretr:;s— - 3 307948,0234 _371793,;1-99 322127,‘;;55 3;57360,9566'
Residuo da regresséo 18 1015,8052 1495,9492 9249416 716,8974

xgbs = 2952’2 11.S.
2 (5%:3) = 7,815

n.s. Nao-significativo (P > 0,05), pelo teste de Bartlett

2 2 2 2
Ho:()'1:02=()‘3:04 > 4
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Assim, a hipdtese de homogeneidade de vanancias nao foi rejettada
(P > 0,05). Sdo apresentados a seguir os testes para as trés hipoteses
formuladas.

3.1.1. Teste para verificar a igualdade das equagdes de regressdo

As equacdes ajustadas mediante o emprego da técnica dos

polinomios ortogonais estdo apresentadas no Quadro 11, e as equagoes
descodificadas, no Quadro 12.

O teste da hipotese Ho : B1= B2 = B3 = B, isto é, quatro equagdes

idénticas, esta apresentado no Quadro 13.

Com base no teste apresentado no Quadro 13, a hipétese Hy nao foi
rejeitada, concluindo-se que as quatro equagdes nao diferem,
estatisticamente, a 5% de probabilidade. Assim, a equagdo comum pode
ser usada como uma estimativa das quatro equagdes envolvidas.

E importante ressaltar que, para a hipotese que acabou de ser
testada, trabalthando com o modelo ortogonal (estimadores dos parametros
nio-correlacionados), ou ndo, os resultados sdo identicos ao apresentado
no Quadro 13. Uma vantagem de se trabalhar com o modelo ortogonal esta
no fato de que as matrizes X’ X sdo diagonais.

3.1.2. Teste para verificar se as equagoes de regressdo tém uma
constante de regressdo comum

Os resultados do teste para verificar se as quatro equagdes de
regressdo t€m uma constante de regressdo comum esta apresentado no
Quadro 14, concluindo-se pela rejeicdo da hipotese de nulidade (P < 0,05).

N A i R - Ml A > i N i ﬂ

QUADRO 11 - Equacdes de regressdo ajustadas mediante o emprego da |
técnica dos polindmios ortogonais” z

| V;gedaags - N EquacBes Ajustadas '_ . mﬁ’ (%) )
1 ] 92.6
* Y ;= 198,7143 + 232143 x; - 13,9928 (Xi2 - 4)
2 ) 2 847
Y ;= 224,5143 + 17,0643 x; - 11,3357 (X; -4)
|3 : 2 64,2
Y 3 =204,0286 + 20,4250 x; - 15,0607 (X; -4)
4 05,7

¥ 4= 220,0143 + 23,1036 x; - 12,7107 (X - 4)

Comum - 2 88,8
Y ;=211,8178 + 20,9518 x,~ 13,2750 (X, -4)

“xi: Xi”XmXi"g(}

A

o os estimadores dos parametros sfo ndo-correlacionados. l
q

R* EXPressos em relagﬁo a fonte de tratamentos. _
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QUADRUO 12 - Equacdes de regressdo ajustadas expressas na vanavel onginal X
| Variedades Equacdes Ajustadas R? (%)

! ¥ = 591074+ 35724 X, — 0015547 X? 92,6

2 ¥ 2= 116,6429 + 2,8359 X; 0,012595 X2 84,7

3 V4= 674501 +3,6930 X; -0,016734 X2 94,2

4 Y 4= 87,1500 +3,3123 X; - 0,014123 X? 93,7

| Comum Y= 82,5874 + 3,3534 X; - 0,014750 X} 88,8

1

| QUADRO 13 - Analise da variancia relativa ao teste da hipdtese Hy : B4

y

= B, = B3 = B4 (as quatro equagdes sao idénticas)
Fontes de Vanacao G.L. S.Q. Q.M. F
Parametros (B ) (12) (4107692,4762)
Parametros (0 ) 3 4093942 4814
Reduc¢do (Hy) 9 13749,9948 1527, 7772 1,47 n.s.
| Residuo da regresséo 72 747646820 1038,3984 i
Total 84 4182457,1582
n.s. Nao-sigmficativo (P> 0,05).

E interessante ressaltar que no modelo ortogonal (Quadro 11) tem-se
ap = Yp, portanto o teste apresentado no Quadro 14 testa a igualdade das
constantes dos modelos apresentados no Quadro 11. Naturalmente, um teste
para a igualdade das constantes de regressao dos modelos apresentados no
Quadro 12 dana um resultado diferente do apresentado no Quadro 14, isso
porque as hipdteses seriam diferentes. O metodo € o mesmo tanto num caso
quanto no outro, pois o importante € saber o que esta sendo testado.

QUADRO 14 - Analise da variancia relativa ao teste da hipétese Hy: a;, =
r a, = a; = a4 (as quatro equagoes tém uma constante de
regressao comum)

Fontes de Vanagio G.L. S.Q. QM. F
Parametros (p ) (12) (4107692.4762)

| Parametros (7 ) 9 4098015,2406
Reducio (Hy) 3 96772356 32257452  3,11*¥
Residuo da regressao 72 74764,6820 1038,3984
Total - 84 4182457,1582

* Significativo (P< 0,05)
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3.1.3. Teste para verificar se as equagbes de regressdo tém os
coeficientes de regressdo do termo de segundo grau igudis

O resultado do teste para verificar se as quatro equagoes de
regressdo tém os coeficientes de regressao do termo de segundo grau
iguais esta apresentado no Quadro 15, concluindo-se pela nao-rejeicao da
hipdtese de nulidade.

QUADRO 15 - Analise da vanancia relativa ao teste da hipotese Hp : ¢,

| = €, = €3 = C4 (s quatro equagoes tém os coeficientes do
. termo de segundo grau iguais) ) 3
Fontesde Varlagho ~ GL. S.Q. QM. F
| Parimetros (3) (12) (4107692,4762)
| Parametros () 9 4105731,4167
~ z
| Redugdo (H) 3 1961,0595  653,6865 < 1ns.
| Residuo da regressio 72 74764,6820 10383984
Total 84 ) ) | )
n.s. Néo-significativo (P> 0,05).

R e b A

Para o teste apresentado no Quadro 15, utilizando-se os modelos dos
Quadros 11 ou 12, os resultados sdo exatamente os mesmos, pois OS
coeficientes diferem apenas pela constante q°, o que ndo altera o teste. Isso
e sempre verdadeiro para o termo de mais alto grau, pois testes para
coeficientes de termos inferiores dardo resultados diferentes, porque
estariam testando hipoteses diferentes.

3.2. Delineamento em blocos casualizados completos
Considerando os dados dos experimentos descritos em 3.1. como

sendo provenientes do delineamento em blocos casualizados completos,
obtiveram-se as somas de quadrados apresentados no Quadro 16.

“1

| QUADRO 16 - Numero de graus de liberdade e somas de quadrados para
blocos e residuo
Blocos Residuo |

l Variedades G.L. S.Q. G.L. S.Q.
[ 1 2 3454,2348 12 7301,3492

2 2 4723,4254 12 11957,0706 |

3 2 3128,4590 12 7824,7966 |
i 4 2 2945,6428 12 6160,1098
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Considerando o modelo polinomial do segundo grau, o teste para a

falta de ajustamento foi nao-significativo (P> 0,05) para as quatro analises.
O resumo da analise da vanancia da regressio e do teste de
homogeneidade de vanancias esta apresentado no Quadro 17.

QUADRO 17 - Resumo da analise da vanancia da regressdo ¢ do teste
de homogeneidade de vaniancias

Fontes de Variagdo _ Quadrados Médios
G.L.  Variedade ] Variedade 2 Variedade 3  Variedade 4

Blocos T2 17271174 2361,7127 15642295 14728214 |
| Parimetros 3 307948,0234 371793,8499  322127,9955 367360,9566 |
Residuo da regressio 16 926,8912 1387,7288 8450306  622,4069 |

2 _
H, - 0_32: o_%m G% _ 03:21 3 x;bs_ 2,599 n.s.

Atap, (37013) = T.815

n.s. Nao-significativo (P > 0,05) pelo teste dg Bartlett.

]

Nos Quadros 18, 19 ¢ 20 s3o apresentados os testes para as tres
hipoteses formuladas.

{QBMADRO 18 - Analise da varidncia relativa ao teste da hipétese Ho: P

= B,= B3 = PB4 (as quatro equagdes sdo idénticas)

T i

~ Fontes de ac;ﬁo G.L. SQ. QM. F
Parametros (B ) (12)  (4107692,4762)
Parimetros (0) 3 4093942.4814
Redugio (Hy) 9 137499948 15277772 161ns. |
| Residuo da regressio 64 ~60512,9200 9455144
n.s. Nao-significativo (P> 0,05). i

"

QUADRO 19 - Analise da variancia relativa ao teste da hipotese Hy: a; =
a; = az = a4 (as quatro equagdes tém uma constante de
regressao comum)

Fontes de Variagio  G.L. SQ_ QM F |
Parametros (3 ) (12) (4107692,4762)
Parametros (Y ) 9 40980615,2406
Redugdo (Ho) 3 96772356  3225,7452 3.41%

Residuo da regressdo 64 _60512,9200 945,5144
* Significativo (P < 0,05).
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ol

QUADRO 20 - Analise da variancia relativa ao teste da hipétese Hy: ¢; = |
C; = €3 = C4 (as quatro equacgoes tém os coeficientes do |
termo de segundo grau iguais) ;

st Ao AT e O e — OSSP

Fontes de Variagio G.L. 5.Q QM. F

Parametros (3 ) (12)  (4107692,4762) |

) |

Parametros (1) 9 4105731,4167

Reducgio (Hy) 3 1961,0595 653,6863 <1lns.

Residuo da regressio 64 60512,9200 945,5144
n.s. Nao-significativo (P> 0,05).

i e P —

b W —

Por mera coincidéncia, as conclusdes obtidas para os trés testes,
considerando-se o delineamento em blocos casualizados, foram idénticas
aquelas obtidas para o delineamento inteiramente casualizado.

4. CONCLUSOES

1. ‘A 1dentidade de modelos de regressao e igualdade de qualquer
subconjunto de parametros pode ser verificada por meio do teste F.

2. A metodologia apresentada é geral e pode ser usada em modelos
polmomtiais de qualquer grau e também em modelos de regressdo multipla.

5. RESUMO

Neste trabalho, fo1 considerado o ajustamento de H equacoes de
regressao polinomial de grau k, supondo dados - provenientes de
delineamentos experimentais. O modelo linear para a h-ésima equacio é

Yy=XuPBr+ €5, emque Y, € um vetor n, x 1 de realizagSes de

Moy

variaveis aleatorias, X; uma matriz n, x p de constantes conhecidas, 3 um

o

vetor p x 1 de parametros desconhecidos ¢ £, um vetor n, x 1 de erros

s ¥

aleatorios supostos NID (g, : 0, Io®). Na estimagdo dos pardmetros,

Fhugt

utilizou-se o método dos minimos quadrados. As trés hipdteses
consideradas foram: a) Hy : as H equac¢Oes sdo idénticas; b) Hy: as H
equagoes tém uma constante de regressdo comum; ¢) Hy: as H equagdes
tem um ou mais coeficientes de regressao iguais. Para verificacdo das trés
hipoteses for dada uma derivagdo, chegando-se ao teste F. Como
ilustragdo, esse método foi aplicado a um conjunto de H = quatro equagdes
de regressdo polinomial de segundo grau. A metodologia apresentada é
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geral e pode ser usada em modelos polinomiais de qualquer grau ¢ também
em modelos de regressao multipla.

6. SUMMARY

(IDENTITY TEST FOR REGRESSION MODELS AND
PARAMETER EQUALITY BASED ON EXPERIMENTAL
DESIGN DATA)

In this paper, the adjustment of H equations of regression of k
degree was considered, based on data taken from experimental design. The

linear model for the h™ equation is Y, =XuPu + €4, where Yy is anny x

L

1 vector of observations, X, is an n, x p matrix of known constant, [, is

L

an p x 1 vector of unknown parameters and €4, 1s an ny x 1 vector of error

that is distributed N (g4 : 0, Io®). In the estimation of parameters, the

Least Square Method was used. The three hypotheses were: a) Hy: The H
equations are identical; b) Hy: The H equations have a common constant
regression and c) Hy: The H equations have one or more equal regression
coefficients. An appropriate derivation was used to venfy the three
hypotheses resulting in the F test. This methodology was applied in a set of
H = 4 polynomial regression equation of second degree. The methodology
presented is general and can be used in polynomial models of any degree
and also in multiple regression models.
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