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TESTE PARA VERIFICAR A IGUALDADE DE
PARAMETROS E A IDENTIDADE DE MODELOS
DE REGRESSAO NAO-LINEAR!

Adair José Regazzi’

RESUMO

~Neste trabalho, foi considerado o ajustamento de g equagdes de regressdo nao-
hincar (g grupos), com o objctivo dc aprcscntar um mcétodo para tcstar as scguintcs
hipoteses: (a) Ho: as g equacdes sdo 1dénticas, 1sto €, uma equacdo comum pode ser usada
como estimativa das g equagdes envolvidas, € (b) Hy: um determinado subconjunto de
pardmetros & igual nos g grupos. Como ilustragdo, considerou-se o modelo de crescimento
logistico. A 1dentidade de modelos de regressdo nédo-linear ¢ a igualdade de qualquer
subconjunto de parametros podem ser verificadas por meto do teste da razdo de

verossimilthanga. A metodologia apresentada € geral e pode ser usada em qualquer modelo
de regressdo ndo-linear.

Palavras-chave: curvas de crescimento, verossimilhanga, teste de hipéotese.

ABSTRACT

TEST FOR PARAMETER EQUALITY IN NONLINEAR
REGRESSION MODELS

This paper 1s concerned with the adjustment of g nonlinear regression equations.
A framework 1s presented for testing the following null hypothesis: (a) Hy : the g nonlinear
equations are all identical, i1.e., one single equation can be adjusted; and (b) Hp : a subset
of the parameters from the g equations 1s equal. The proposed framework is illustrated
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with the logistic growth model. The likelihood ratio test is used and the methodology is
very general in the sensc that it can be applicd to any nonlincar regression model.

Key words: growth curves, likelihood, hypothesis test.

INTRODUCAO

Na analise estatistica de dados de uma variavel Y obtidos de
experimentos em que os tratamentos sdo niveis crescentes de um fator
quantitativo X, como niveis de adubacgdo, tempo, temperatura ou idade, o
efeito de tratamento deve ser avaliado, em geral, por meio de uma analise de
regressao, pois neste caso o uso de procedimentos para comparagoes
multiplas (testes de médias) nao ¢ indicado. A analise de regressdo, com
modelo linear ou nao-linear, € uma técnica potencialmente util na analise de
dados, tendo grande aplicagdo nas mais diversas areas do conhecimento.

Com muita freqiiéncia, estuda-se a relacdo funcional entre uma
vanavel dependente Y e uma ou mais vaniaveis independentes X. Nestes
casos, estudos sdo realizados em diferentes tratamentos ou fatores, e para
cada situagdo a analise de regressdo ¢ aplicada separadamente, obtendo-se
tantas equagoes quanto o numero de situagoes distintas. Um problema que
tem aplicacao importante € determinar se um conjunto de curvas € idéntico.
Graybill (5) apresentou um método geral para testar a hipotese de igualdade
de um conjunto de modelos lineares, empregando o teste F. Como exemplo,
citou o uso de fertilizantes em determinada cultura, em que se usa certo
numero de variedades e, para cada uma, obtém-se a relacdo entre a
producdo e a quantidade de fertilizante aplicada, mediante equagoes de
regressao. Steel e Torrie (/7) apresentaram testes para verificar a igualdade
entre dois coeficientes de regressao e, também, entre mais de dois
coeficientes de regressao lmear simples. Neter et al. (9) testaram se duas
equagoes de regressao linear simples eram identicas, utilizando o teste F.
Mostraram também a utilizagdo de variaveis indicadoras em modelos de
regressdo, com o intuito de comparar valores de parametros em modelos de
regressao com variaveis independentes qualitativas.

Regazz (/3) considerou o ajustamento de H equacgoes de regressao
polinomial de grau k, mediante o emprego da técnica dos polinomios
ortogonais, em que apresentou, em detalhes, um meétodo para testar as
seguintes hipoteses: (a) Hy: as H equagoes sdo idénticas; b) Hy: as H
equagoes tem uma constante de regressdo comum; e ¢) Hy: as H equagdes
tem um ou mais coeficientes de regressao iguais. Ele concluiu que o método
apresentado € geral e pode ser usado em modelos polinomiais de qualquer
grau, ortogonais ou ndo, ¢ também em modelos de regressio multipla.
Regazzi (/4) apresentou, em detalhes, um método para testar as mesmas
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hipoteses citadas anteriormente, considerando o caso de dados provenientes
de delineamentos experimentais (com repeticdes).

A regressao linear é amplamente utilizada para a representagio dos
fenomenos biologicos como o crescimento de organismos vivos na sua fase
micial. No entanto, esses fenomenos, quando estudados durante um tempo
maior de desenvolvimento do organismo, nido sdo bem representados por
uma fungado linear. O processo de desenvolvimento de organismos vivos é
caracterizado por uma fase de rapido crescimento que vai se atenuando com
0 passar do tempo até a idade adulta, quando o processo tende a se
estabilizar. Este processo pode ser bem representado por fungdes
curvilineas assintéticas, como: Fungdo de Spillman, de Mitscherlich, de
Gompertz, de Richards e Logistica, dentre outras. Modelos de regressdo
linear tem aplicagdes nas mais diversas areas do conhecimento. Entretanto,
existem muitas situacdes em que modelos lineares podem ndo ser
apropriados. Em aplicagOes mais realistas, especialmente nos casos de
crescimento biologico, pode ser necessario ajustar fung¢des nio-lineares para
melhor explicar o processo de crescimento. Neste caso, sdo referéncias
uteis: Draper e Smith (3), Ratkowsky (/7), Gallant (4), Bates ¢ Watts (1),

Cordeiro e Paula (2), Myers (8), Souza (/8), Khattree e Naik (6), dentre
Outros.

Certamente um modelo de regressdo nao-linear ¢ escolhido com base
em consideragoes teoricas de um especialista na matéria. Assim,
conhecimentos especificos de Quimica, Fisica ou Biologia podem conduzir
automaticamente a um modelo para a fun¢do resposta. Muitos modelos de
regressao nao-linear pertencem a categorias delineadas para situacdes
especificas ou ambientais. Talvez a categoria mais amplamente utilizada e
conhecida de modelos nao-lineares seja a dos modelos de crescimento. Estes
descrevem o crescimento com mudangas na variavel regressora.
Frequentemente a vanavel regressora ¢ a idade ou o tempo. Aplicacdes
tipicas sao em Biologia, quando plantas e organismos crescem com o tempo
ou a 1dade, mas ha tambem muitas aplicagoes em Economia ¢ Engenharia.
Por exemplo, o crescimento de uma planta, apos sua emergéncia, em funcao
do tempo, pode frequentemente ser descrito por um modelo de regressdo
nao-linear.

Fenomenos produzindo curvas sigmoidais na forma de S sdo
freqientemente encontrados na Agricultura, em Biologia, Ecologia,
Engenhania e Economia. Essas curvas comegam em algum ponto fixo e
crescem monotonicamente até um ponto de inflexio, a partir dai a taxa de
crescimento comeca a diminuir até a curva se aproximar de um valor final,
chamado de assintota. No Quadro 1 so relacionados alguns modelos usuais
com essa forma, conforme parametrizagdo apresentada por Ratkowsky
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(/1). A denominagdo componente sisteméatico do modelo refere-se a parte
fixa do modelo estatistico, i1sto €, sem o erro aleatorio.

QUADRO 1 - Exemplos de alguns modelos do tipo sigmoidal com o
correspondente componente sistematico

- Modelo_ . ~ Componente sistematico
Gompertz aexp{- exp(B — vx)}
Logistico ' o/l +exp(B—vx)}
Richards 0‘/ {[1 + ‘”“13’(13 ~ 'yx)] Ve }
Morgan-Mercer-Flodin (MMF) (B’Y +oax?® )/ (y +x° )
Weibull a—PBexpl-yx*®)

Fonte: Ratkowsky (/1)

Nesses modelos o0 parametro o é o valor maximo esperado para a
resposta, ou assintota. O parametro P esta relacionado com o intercepto,
isto é, com o valor de E(y) correspondente a x=0. Em todos os modelos do
Quadro 1 esse parametro pelo menos determina o intercepto. O parametro y
esta relacionado com a taxa média de crescimento da curva e, finalmente, o
parametro 8, que aparece em alguns modelos, € utilizado para aumentar a
flexibilidade destes no ajuste aos dados.

Em algumas aplicagoes a resposta esperada E(y) € dada pela solugao
de um conjunto de equagdes diferenciais lineares. Estes modelos sao
freqiientemente chamados de modelos de compartimento, € uma vez que
reacdes quimicas as vezes podem ser descritas por um sistema hinear de
equacoes diferenciais de primeira ordem, eles tém aplicagoes freqientes em
Quimica, Engenharia Quimica e Farmacocinética. Em outras situagoes
especificas, a fun¢do resposta obtida com a solugdo de equagao diferencial
nao-linear ou para equacao integral ndo tem solugdo analitica.

Quanto aos métodos de estimagdo de parametros, existem varios
procedimentos numeéricos para resolver problemas de minimos quadrados
nio-lineares. Um método amplamente usado em algoritmos computacionais
na regressao nio-linear ¢ o iterativo de Gauss-Newton, que se baseia numa
aproximacao por uma série de Taylor de primeira ordem para produzir uma
linearizacdo da fungio nao-linear. O procedimento basico de Gauss-Newton
no caso ndo-linear pode convergir muito lentamente em alguns casos,
exigindo muitas iteragdes. Em outras situagdes ele pode mover na diregao
contraria, aumentando a soma de quadrado residual, ou pode nao convergir.
Varias modificagdes no algoritmo basico de Gauss-Newton tém sido
propostas para melhorar sua performance. O método de Gauss-Newton
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modificado, que ¢ um procedimento disponivel no PROC NLIN do SAS
(15), encontra-se descrito por Souza (/8). Outra modificagdo do algoritmo
basico de Gauss-Newton foi desenvolvida por Marquardt (7). Este
procedimento € freqiientemente chamado de Compromisso de Marquardt
(“Marquardt Compromisse”), porque o vetor de incrementos produzido pelo
seu metodo esta entre o vetor de Gauss-Newton € o do metodo do gradiente
(“steepest descent”).

Neste trabalho, foi considerado o ajustamento de g equagdes de
regressao nao-linear (g grupos), com o objetivo de apresentar uma
metodologia adequada para testar as seguintes hipoteses: (a) Hy: as ¢
equagdes sao identicas, isto €, a equagdo comum pode ser usada como uma
estimativa das g equacgdes envolvidas; e (b) Hy, : um determinado
subconjunto de parametros ¢ igual nos g grupos.

METODOLOGIA E RESULTADOS

Embora haja varios modelos nao-lineares para curvas de crescimento,
considere-se, micialmente, o ajustamento dos dados de observagdo relativos
a g equagoes de regressao nado-linear (g grupos), supondo o modelo
logistico.

Seja o modelo de crescimento logistico com erro aditivo e a seguinte
parametnzacgao:

a. : .
= Fe., com =1, ....m;, =1, .0, (1)
i 1+b,exp(—c;x;) °

a.,b.,c. >0
em que
y;; = valor observado na j-€ésima unidade experimental do i-€simo
grupo; '
X; = valor da vanavel independente ou covanavel (por exemplo:

idade, tempo etc.) associado a y;;;

a. = para cada grupo 1, € o valor maximo esperado para a resposta
(assintota), ou seja, a; ¢ o lunite da esperanga de y; quando a covanavel
tende a infinito;

b, = parametro para o i-ésimo grupo que esta relacionado com o
valor de  E(y;) correspondente a x,=0, isto ¢,
E(y;/x; =0)=a;/(1+Db,);
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C; = parametro para o 1-ésimo grupo que esta relacionado com a
taxa meédia de crescimento da curva; €

;o N . y)
g, = erro aleatorio com as pressuposigdes usuais, €;~ NID(0,67).

g
Z n. = n ¢é o numero total de observagoes.
1=1
- As hipoteses que serao consideradas sao as seguintes:

1. HY:a, =..=a,(=a)vs H'”: nem todos a, sdo iguais.

2. HY:b, =.=b,(=b) vs.H!” : nemtodos b, sdo iguais.

3. HY . =...=¢,(=¢) vs. H' : nemtodos ¢, sdo iguais.

4. HY :a, =..=a,(=a) e ¢;=...=C,(=c¢) Vs H'¥ : pelo menos uma
igualdade € uma desigualdade.

5. HY :a =.=a/(=2a), b, =.=b,(=Db) e
¢, =...=C,(=¢C) vs. H® : pelo menos uma igualdade ¢ uma
desigualdade.

Sejam as vanaveis “dummy’’

5 1 se aobservagdo y, pertence aogrupo i,
.=

1

‘0 em caso contrario;

Entao o modelo da equacgao (1) pode ser escrito como:
B B

2 a
:ZD“ u 1.1’-]”1 ‘e 1, :1,“.,g.
u=1 hl + bu exp( Cu 1_;)

O problema é comparar os varios grupos. O teste da razio de
verossimilhanga pode ser usado para testar as hipoteses formuladas
inicialmente. Estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros

desconhecidos podem ser obtidas usando o PROC NLIN do SAS (/)).
Seja o modelo da equagao (1) escrito como

w(a,;,b;,c . x;)+€; ,
em que
n(a;,b;,c,x;) = 4 . Entdo, a fungdo de
1+b,; exp(—c;x;)
verossimilhanca dos parametros, dadas as observagoes

yij: .] = 19“':ni7.i — 19---783 é
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i=1 §1

\

f(e):(chz)‘ge ZZ[y -w(a;,b,,c.,x. )] } (2)

Aqui, O representa todos os pardmetros a,,...,a,,b;,...,b,,c,,...

e o°.Para o° fixo, maximizar f(0) na equagdo (2) com respeito aos
parametros a,,b;,C,,1=1,...,g é o mesmo que minimizar

S(a,,....,a,,b,,....,b,,¢,,...,C,) = ZZ:[yﬁ—|.t(ai,bi,,ci,,,xij)]2

i=1 j=1
com respeito aos parametros correspondentes, e esta minimizacio é feita
iterativamente. Uma vez obtidas estas estimativas, a estimativa de maxima
verossimilhanca de 6° ¢ dada por

1
~ 7 gy ~ .~
G :;S(a],---,ag,b'l,“'jbg7017”"05),

] A

naqual a,,...,a bl,...,bg,él,...,é sdo as estimativas obtidas pelo método

g2 g
dos minimos quadrados ndo-linear a partir da minimizacdo descrita
anteriormente.
Considere o problema geral de testar a hipotese de nulidade:
H, :0cw versus H, : 0 € w°, em que W é um subconjunto do espago
paramétrico {2 e w‘é o complemento de w, com Q=wuw’. A

estatistica do teste da razao de verossimilhanca para este problema é

L =

sendo G, a estimativa de maxima verossimilhan¢a de 6°> quando nenhuma
restricdo no espacgo parameétrico ¢ feita e Gi ¢ a estimativa de maxima
verossimilhanga de 6° quando as restrigdes lineares colocadas em H_ sdo

impostas no espa¢o paramétrico (). Em grandes amostras de tamanho n, a
distribuicdode —2 In L ¢ aproximadamente qui-quadrado com v graus de
liberdade, em que v é o nimero de parametros estimados em {2 menos o

numero de parametros estimados em w , conforme Rao ({0).
(A2 ) d
Assim, —2InL =-nln| -5 X, -

>0




16 REVISTA CERES

Para aplicacdo do teste de uma forma ainda mais clara, pode-se
seguir os seguintes passos:
SQR
n
SQR , é a soma de quadrados residual para o modelo completo £2;

1: Ajustar o modelo completo e obter 67, =

e
P, é o numero de pardmetros estimados em £2.
2: Ajustar o modelo reduzido w (modelo sob a restrigdo dada por
., SOQR "
Ho) e obter 62 = R,
| n
SQR ., ¢ a soma de quadrados residual para o modelo reduzido w ;e
p. € onumero de parametros estimados em w
3: Obter a estatistica do teste
, | 4 52 \
Ycatcutado — — 11 1N A? >
\Ow
ou ainda, ,
, (SQR,/n) _ SQR,, )
Kcaloutsdo — —n In =-nlin

‘4: Regra de decisao
Se Xt = Xipemse —> Rejeita-se H . Caso contrario, ndo se
rejeita H_ .
O valor tabelado é funcio do nivel de significancia oo e do numero de
graus de liberdade v = p, — p., -

Quanto ao teste de Hﬂ(l), Hn(z), Hn(s) , Hnm e HY contra as
hipoteses alternativas correspondentes, as estatisticas do teste da razao de
verossimilhanga que tém aproximadamente distribuigdo de qui-quadrado
$30:

( )
SQR ,
\SQRM )

Cada uma destas estatisticas tem aproximadamente distribuigao de
qui-quadrado com (g—1), (g—1), (g—1),2(g—1) e 3(g—1) graus de
liberdade, respectivamente. Os W; s3o os respectivos subconjuntos do

~nIn (&é/&ii) = —nln

i=123,4,5.
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espago parainétrico ) definidos pelas hipdteses de nulidade
Hf) 1= 1,;..,5 . Dadas as estimativas iniciais 0 = 0, e a forma da funcio
11(0,x), o PROC NLIN ajusta um modelo do tipo y = 1(6,x) + € a partir
dos dados (y.,x.),i=1..,n e fornece as estimativas de minimos
quadrados de O, por métodos 1terativos.'

ILUSTRACAO DO METODO

Julgou-se adequada a ilustragdo dos resultados apresentados neste
estudo. Assim, com base nos dados do Quadro 2, foram efetuados os
calculos, 1lustrando os procedimentos apresentados. |

Dado que g = 2, introduziram-se mais duas variaveis hldepmdentes*
D, e D,, para identificar os grupos 1 e 2, respectivamente. O modelo
completo adotado para analisar estes dados foi

% +D, 2 €. (3)
1+bexp(—c,x;) 1+b,exp(—c,x;

Yi =D,

QUADRO 2 - Matéria seca total (g-m *)de uma cultura de milho, em

periodos de 15 a 135 dias apods a emergencia, em duas
condigdes (grupos 1 e 2)

Dias apos emergencia Matéria seca total (g-m™)
“Grupo 1 Grupo 2
15 41,4 80,5
30 161,7 200,6
45 564,5 580,0
60 1288,6 1250,4
75 1430,1 1500,2
00 1752,6 1920,3
105 2354,2 2380,0
120 2453 4 2450,8
135 2469,6 2520,7

O objetivo deste estudo foi ajustar o modelo logistico aos dados de
matéria seca total de uma cultura de milho dos grupos 1 e 2,
separadamente. O mteresse fo1 também determinar se uma unica equagao
para os dois grupos podernia ser considerada acequada e, caso contrario, se
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havia certos parametros no modelo que podeﬁam ser considerados 0 mesmo
nos dois grupos.

A codificagcdo em SAS para calcular as estimativas de maxima
verossimilhanga dos parametros sob €2 (nenhuma restricio no espaco
parametnico); W, (espago paramétrico restrito por: a, =a,=a), W,
(espago paramétrico restrito por: b, =b, =b), w, (espago paramétrico
restrito por: C, =C, =C), W, (espaco paramétrico restrito por
a=a,=a e C,=C,=C)e W, (espaco paramétrico restrito pelas
restrigoes em W,, W, e W, conjuntamente) é dada no programa SAS. Em

cada caso, o PROC NLIN requer os valores iniciais das estimativas dos
parametros com a opgdo PARMS. No modelo em questdo, os valores

iniciais a8, b e €, em cada grupo, podem ser obtidos como a seguir.
1° passo: Obtengdo de a,

Sejam X,,Xy € X. trés valores eqiudistantes de X, isto é,
Xc—Xp=Xg—X, =AX, € y,,¥g € Yo, Os correspondentes valores
de y . Tais valores podem pertencer ou ndo a amostra disponivel. Caso nio

- pertencam, marcam-se em um grafico todos os pontos correspondentes as
observacdes da amostra, traga-se a curva logistica “a olho” e léem-se neste
grafico as coordenadas dos trés pontos escolhidos, cujas posi¢des no eixo
das abscissas sejam equidistantes. No grupo 1, utilizando-se os periodos de

crescimento X, =15, x; =75 e x. =135 dias apds a emergéncia ¢ as
correspondentes produgoes de matéria seca total y, =414, y, =1430,1
e Yo = 2469,6, calculou-se a estimativa inicial a, (estimativa assintotica
da produgao de matéria seca maxima), que € dada por:

3, = YeUaYs +YoY¥e ~2¥a¥e) _ 5497 644

Ys ~YaYc

Uma alternativa simples para o valor inicial a, consiste em tomar um valor
um pouco maior do que o mai?r valor observado de y.

2° passo: Obtencdode b, e c,

Note que a fungdo resposta pode ser linearizada facilmente. Entio,
segue que:
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e

y, =—°
" 1+be™ ™
(5'1—Yi\ | A
In I=lnb,—-cx;, , y;>0 e a,—-y,>0
. Yi J
parai=1, ...,n;.
(51_Yi\

Fazendo z. =In

e ajustando-se o modelo de regressao

. Yi
linear simples

z. = A, +B.x; +¢, , obteém-se os valores iniciais do seguinte modo:

”~

Equagdo ajustada: 2; = AI +ﬁ1xj.l . Assim, 61 =et e C, = —ﬁl. -

No exemplo, obteve-se f)l =" =123,8672 ¢ ¢, =0,07151.

No grupo 2, tomando-se X, =15, X3 =75 e x, =135, com
y, =805, y, =1500,2 e y. = 2520,7 foram obtidas as estimativas

iniciais a,, b, e.C, de modo analogo ao grupo 1. Os resultados obtidos

foram: a, = 2561,6411, b, =e*'™" =65,6377 e ¢, = 0,06181.

As estimativas inicials dos modelos restritos s3o obtidas por uma
simples inspe¢ao apropriada. Por exemplo, em w. a média das estimativas

miciais de a, e a, é usada como estimativa inicial de a, uma vez que em
(1) . _ _
H, =~ tem-se a restrigdo a, —=a, —a.

Na sentenca MODEL do PROC NLIN, a forma explicita da equagio
3 (suprnmindo o termo erro) € colocada. Ha varnos meétodos iterativos
disponiveis no procedimento NLIN para o ajuste do modelo, alguns dos
quais sdo baseados nas derivadas e exigem especificacdo explicita das
derivadas parciais. Se nenhuma das derivadas € colocada, o procedimento
usa o “default” DUD (“Secant Method”), em que as derivadas sao

estimadas pelo programa. O numero maximo de iteragdes € especificado em
MAXITER = op¢io.

Executando-se o programa, tém-se as estimativas de cada um dos

parametros € um resumo da analise de variancia da regressao. A estimativa
de maxima verossimilhanca de o°, isto é, G>, é obtida pela soma de
quadrados residual dividida por n. Assim, executando-se o procedimento

NLIN com nenhuma restri¢do e com varias restrigdes especificadas por w,
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~ ) ~ 7 . . ~
O, .-, O, . Estas estimativas sdo usadas para

obter o teste estatistico das varias hipoteses descritas.

Programa SAS

title ' Fungdo Logistica: Y = a/(1+b*exp(-c*X)) ;
data milho;

mput grupo X Y d1 d2;

cards;

1

1 30
1 45
1 60
1 75
1 90
1 105
1 120
1 135
2 15
2 30
2 45
2 60
2
2
2
2
2

41.4
161.7
564.5

1288.6
1430.1
1752.6
2354 .2
2453 .4
2469.6

80.5
200.6
580.0

1250.4
1500.2
1920.3
2380.0
24508
2520.7

OO O O QO O O O it pi b pmmt ok e et o

o et ks ek ek it et ek e ) O O O O O OO

/* Programa para o modelo completo omega */

/* Estimativas miciais foram tomadas para cada grupo separadamente */
proc nlin data=milho maxiter=100;

parms al=2492 6244 bl=123.8672 c1=0.07151

a2=2561.6411 b2= 65.6377 c2=0.06181;

model Y = d1*(al/(1+b1*exp(-c1*X)))+d2*(a2/(1+b2*exp(-c2*X)));

rumn,

/* Modelo com restricio wl:al=a2=a */
/* Estimativa micial de a foi tomada como a média de al e a2 */
proc nlin data=miltho maxiter=100;
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parms a=2527.13275 b1=123.8672 c1=0.07151 b2=65.6377
c2=0.06181,; -

model Y = d1*(a/(1+b1*exp(-c1¥X)))+d2*(a/(1+b2*exp(-c2*X))),
run, '

/* Modelo com restricao w2:b1=b2=b */

/* Estimativa inicial de b foi tomada como a média de bl e b2 */
proc nlin data=milho maxiter=100;

parms al=2492.6244 b=94.75245 c1=0.07151 a2=2561.6411
c2=0.06181; |

model Y = d1*(al/(1+b*exp(-c1*X)))+d2*(a2/(1+b*exp(-c2*X)));
run; |

/* Modelo com restricao w3:.cl=c2=c */ _
/* Estimativa inicial de ¢ foi tomada como a médiade cl e c2 */
proc nlin data=miltho maxiter=100; |

parms al=2492.6244 b1=123.8672 c=0.06666 a2=2561.6411
b2=65.6377,

model Y = d1*(a1/(1+b1*exp(-<c*X)))+d2*(a2/(1+b2*exp(-c*X)));
run;

/* Modelo com restricdo w4:al=a2 e cl=c2 ¥/

/* Estimativa inicial de a e ¢ foi tomada como as meédias dos ai e ci,
respectivamente */

proc nlin data=milho maxiter=100;

parms a=2527.13275 b1=123.8672 b2=65.6377 c=0.06666;

model Y = d1*(a/(1+b1*exp(-c*X)))+d2*(a/(1+b2*exp(<*X)));

run,

/* Modelo com restricdo wS5:al=a2, bl=b2 e cl1=c2 */

/* Estimativa inicial de a, b e ¢ foi tomada como as médias dos ai, b1 e ci,
respectivamente */

proc nlin data=milho maxiter=100;

parms a=2527.13275 b=94.75245 c¢=0.06666;

model Y = d1*(a/(1+b*exp(-c*X)))+d2*(a/(1tb*exp(-c*X)));
run; |

quit;
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No Quadro 3 estio apresentadas as estimativas dos parametros do
modelo com nenhuma restricdo no espago paramétrico ({2) e com varias

restrigoes especificadas por w, a wy.

No Quadro 4 estao apresentados os resultados do teste para as cinco
hipoteses formuladas. Uma vez que o valor-p foi grande em todas as

hipéteses, neste caso ndo se rejeita nenhuma delas. Como o teste de Ho(”

fo1 nao-significativo, pode-se concluir que as duas equagdes nio diferem
estatisticamente. Assim, a equagao comum, cujas estimativas estdo
apresentadas no Quadro 3 (modelo Ww,), pode ser usada como uma

estimativa das duas equagoes envolvidas, obtendo-se assim uma unica curva
de crescimento para os dois grupos.

Quando se utiliza a analise de regressdo para definir a relagdo
funcional entre vanaveis, defronta-se com o problema da especificacio, ou
seja, a determmacao da forma matematica da fun¢do que sera ajustada, que
pode ser feita utilizando-se o conhecimento que se tem a priori sobre o
fenomeno e o conhecimento adquirido pela inspecdo dos dados numéricos
disponiveis. Freqiientemente ajusta-se mais de um modelo e, com base nos
resultados e testes estatisticos, escolhe-se aquele que melhor se ajusta aos
dados e melhor representa o fenomeno que estiver sendo estudado.

Em modelos de regressao linear que incluem o termo constante
(intercepto), o coeficiente de determinagio R* representa a proporcdo da
variacao explicada pelo modelo. Neste caso, o quadrado do coeficiente de
correlagdo entre os valores observados e preditos é exatamente o R Se o
modelo é linear e o termo constante ndo esta presente (sem intercepto), o R’
¢ redefinido conforme Searle (/6), e muito cuidado deve ser tomado na sua
interpretacdo, pois ele nao ¢ mais igual ao quadrado do coeficiente de

correlagao entre os valores observados e preditos. Pode ocorrer que o valor
“do coeficiente de determinagdo, na versio sem intercepto, domine em muito
o valor correspondente ao caso com intercepto, em modelos equivalentes.

Segundo Souza (/8), no caso do modelo de regressao nao-linear, a
adequacidade do ajustamento pode ser medida pelo quadrado do
coeficiente de correlagdo entre os valores observados e preditos. Diz
ainda que esta medida pode ser calculada com a utilizagdo da
formula R° = [1 — (SQR/SQTotal,)], na qual SQR é soma dos
quadrados residuais e SQTotal,, a soma de quadrados total corrigida pela
media. O que se observa, na pratica, € que, em muitos trabalhos de
pesquisa, no caso ndo-linear o calculo do R’ ndo ¢ feito de uma unica
maneira. Alguns utilizam a formula apresentada por Souza (/§), outros
empregam a formula R* = [1 — (SQR/SQTotal,)], na qual SQR éa soma
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dos quadrados residuais e SQTotal,,, a soma de quadrados total nao-
corrigida pela média. Com estes calculos, as vezes se obtém valores
extremamente altos, por exemplo R> = 99%, mesmo havendo enorme
discrepancia entre os valores observados e preditos. O fato ¢ que,
independentemente de haver ou ndo um termo constante no modelo, o R*ndo
tem nenhum significado obvio no caso de modelos de regressao nao-linear e,
segundo Ratkowsky (/2), ele nunca precisa ser calculado.

Para decidir se um modelo de regressao nao-linear se ajustou bem aos
dados € interessante atentar para os valores observados e preditos para
verificar se ndo ha muita discrepancia, fazer uma analise grafica dos
residuos, tendo os devidos cuidados, pois esta nao € uma simples extensao
do caso linear, e verificar a magnitude da vanancia residual obtida por
maxima verossimilhanca, para decidir se ela ¢ suficientemente pequena.
Uma vez atendidas as pressuposi¢des usuais da analise para julgar a
qualidade do modelo ajustado, pode-se usar a raiz quadrada da estimativa
de maxima verossimilhanca da vanancia residual, isto €, a raiz do quadrado
medio do residuo (RQMR), dada por:

5 —1/2

RQMR = Z(Yi ~Y.) /n ,

| 1=1

~

emque Y; e Y. sdo os valores observados e estimados, respectivamente.

1

Evidentemente, quanto menor for o valor de RQMR melhor sera o ajuste.

CONCLUSOES

1) A identidade de modelos de regressdo nao-linear e a igualdade de
qualquer subconjunto de parametros podem ser verificadas por meio do
teste da razao de verossimilhanga.

2) A metodologia apresentada é geral e pode ser usada em qualquer
modelo de regressao nao-lnear.
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