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ABSTRACT

RESUMO
Este trabalho teve por objetivo desenvolver modelos de programação não-linear para sistematização de terras,

aplicáveis em áreas com formato irregular e que minimizem a movimentação do solo, utilizando o software GAMS
(“General Algebric Modeling System”) para o cálculo. Esses modelos foram comparados com o Método dos Qua-
drados Mínimos Generalizado, desenvolvido por Scaloppi & Willardson (1986), tendo como parâmetro de avaliação
o volume de solo movimentado. Concluiu-se que os modelos de programação não-linear desenvolvidos nesta
pesquisa mostraram-se adequados para aplicação em áreas de formatos irregulares e que forneceram menores
valores de movimentação de solo quando comparados com o método dos quadrados mínimos.

Palavras Chave: GAMS, modelos matemáticos, movimentação de solo.

LAND GRADING FOR IRRIGATION OF IRREGULAR SHAPED AREAS USING NON-LINEAR
PROGRAMMING MODELS

The objective of this work was to develop non-linear programming models for land grading to be applied in
irregular shaped areas and minimize land movement. The GAMS (General Algebric Modeling System) software was
used for calculations and the models were compared with the Method of Generalized Minimum Squares developed
by Scaloppi & Willardson (1986), using as evaluation parameter the volume of moved soil. It was concluded that the
non-linear programming models developed in this study were shown suitable for application to irregular shaped
areas and provided smaller values of soil movement when compared with the method of minimum squares.

Key Words: GAMS, mathematical models, soil movement.
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INTRODUÇÃO

A sistematização de terras é uma prática fundamen-
tal para que se tenha um sistema eficiente de irrigação
por superfície. Em irrigação e drenagem superficiais, a
sistematização de terras visa modificar a microtopografia
do terreno de tal forma a promover um movimento orde-
nado da água sobre ele.

O primeiro procedimento analítico para determina-
ção da equação do plano foi apresentado por Givan
(1940) e objetivou minimizar a movimentação de terra em
áreas regulares, tendo por princípio o método dos qua-
drados mínimos. Um procedimento baseado nas hipóte-
ses de que o volume total de terra e o seu centro geomé-
trico serão os mesmos antes e após a sistematização foi
apresentado por Raju (1960), tendo sido por ele denomi-
nado “método do volume fixo”. A hipótese assumida é
necessária para que se tenha mínima movimentação de
terra e relação favorável entre cortes e aterros.

A Programação Linear é a técnica de Pesquisa
Operacional mais utilizada nos problemas de otimização,
em decorrência de sua versatilidade e do fato de aplicar
fundamentos matemáticos pouco sofisticados, ou seja,
a análise e resolução de sistemas de equações lineares
(Lanzer, 1988).

Os cinco principais métodos de estimativa dos volu-
mes de corte e de aterro em sistematização de terras são:
prismoidal, das áreas médias, dos quatro pontos, dos
planos horizontais e do somatório. Eles foram avaliados
por Scaloppi (1986) em termos de suas bases teóricas,
exigências computacionais, precisão de resultados e
aplicações. Os resultados obtidos pelos métodos pris-
moidal e das áreas médias foram semelhantes, sendo o
último assumido como o mais preciso, em função de sua
base teórica. Desvios significativos foram observados
nos métodos dos planos horizontais e do somatório. Por
sua vez, o método dos quatro pontos apresentou varia-
ções pouco significativas em relação ao mais preciso
(das áreas médias), sendo o procedimento de cálculo
recomendado pelo autor em função de sua precisão, ra-
pidez e simplicidade.

O método do somatório, embora não tenha precisão
satisfatória, tem sido empregado nos modelos de siste-
matização utilizando programação linear.  Ele assume
como hipótese básica que todas as alturas de corte ou
de aterro representam áreas idênticas, definidas pelo
espaçamento regular adotado entre as estacas. Tal pre-
missa resulta em superestimativa dos volumes de corte
e aterro, uma vez que a existência de estacas adjacentes

indicando grandes variações entre os valores absolutos
de cortes e de aterros comprometem a veracidade da
hipótese básica do método (Scaloppi, 1986).

Foi proposto por De Matos (2000) um sistema de
equações não-lineares, adaptável ao modelo de progra-
mação não linear, visando determinar o dimensionamento
ótimo de um sistema de irrigação do tipo localizada, sob
o enfoque de minimização de custos para a cultura da
goiaba, variando a evapotranspiração, a declividade do
terreno e o tamanho da área a ser irrigada. O autor veri-
ficou que a maior contribuição no custo do equipamen-
to relacionou-se aos emissores, e a evapotranspiração
foi o fator que mais afetou o custo do equipamento por
unidade de área.

Estudou-se o desempenho dos sistemas de reserva-
tórios segundo a ótica dos usos múltiplos da água
(Brandão, 2004), utilizando-se modelos de programação
não-linear criados com o programa GAMS e resolvidos
com o pacote de otimização MINOS, que resultou no
modelo SFPLUS. Numa primeira fase, o estudo enfocou
a otimização dos sistemas segundo dois métodos para a
análise de usos múltiplos: o método das restrições e o
das ponderações. Os principais resultados indicaram que
o método das restrições é mais fácil e direto de ser apli-
cado, porém o das ponderações permite avaliar um nú-
mero maior de usos.

Em decorrência da compactação que sempre ocorre
ao se realizar o aterrramento e para que não haja neces-
sidade de se trazer terra de outra área, o volume total de
corte deve ser superior ao de aterro. A relação entre es-
ses dois volumes é denominada relação corte/aterro (R),
e varia de solo para solo. Portanto:

                      R volume total de cort
=

e
volume total de aterro

O valor de R varia de 1,1 (solos arenosos) a 1,6 (so-
los argilosos). Em geral, seu valor está em torno de 1,3.
Nesta pesquisa foi definido como RS os volumes de cor-
te e de aterro estimados pelo método do somatório e
como R4 os estimados pelo método dos quadrados míni-
mos, atribuindo-se valores para ambos.

Buscou-se com este trabalho desenvolver e aplicar
modelos de programação não-linear, visando à sistema-
tização de áreas para a irrigação por superfície e/ou dre-
nagem superficial e que tenham o formato irregular,
minimizando a movimentação de terra, e compará-los com
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o Método dos Quadrados Mínimos Generalizado, de-
senvolvido por Scaloppi & Willardson (1986), tendo
como parâmetro de avaliação o volume de terra movi-
mentado.

MATERIAL E MÉTODOS

Os métodos de cálculo de sistematização utilizados
nesta pesquisa foram: o modelo de programação não-
linear, utilizando metodologia de Hamad & Ali (1990)
modificada, com RS= 1 (proposto neste trabalho); o mo-
delo de programação não-linear, utilizando metodologia
de Hamad & Ali (1990) modificada, com RS > 1 (proposto
neste trabalho); e o método dos quadrados mínimos
generalizado (proposto por Scaloppi & Willardson, 1986),
que foi utilizado para avaliar os modelos de pesquisa
operacionais adaptados e desenvolvidos neste estudo.

O método dos quadrados mínimos generalizado de-
fine os coeficientes a, b e c da equação do plano, de tal
forma que o somatório das alturas de corte seja igual ao
das alturas de aterro, o que resulta em RS = 1. Utilizando-
se o método do somatório para estimar os volumes de
corte e de aterro, pode-se representar a relação corte/
aterro pela expressão:

Rs volume total de cort
Lx Ly

= =
e

volume total de aterro
 Lx . Ly. [SC +  (d .  N )]

 [SA -  (d .  N )]
C

A. .

em que:
d= rebaixamento no plano sistematizado (m);
RS= relação corte/aterro desejada (utilizando o méto-

do do somatório);
NA= número de estacas com aterro;
NC= número de estacas com corte;
Lx= distância entre estacas da direção do eixo x (m);
Ly= distância entre estacas da direção do eixo y (m);
SC= somatório das alturas de corte na área total (m); e
SA= somatório das alturas de aterro na área total (m).
Rearranjando a equação supracitada, tem-se que a

altura de rebaixamento requerida, d, para que se tenha o
valor de RS desejado, pode ser calculada por:

d R SA
R N

s

s A
=

[( . )
[( . ]

 -  SC]
 +  NC

O rebaixamento do plano traduz, em valor absoluto,
incremento de valor igual a “d” em cada altura de corte e
decréscimo de mesmo valor “d” em cada altura de ater-

ro.  Obtidos os valores corrigidos de altura de corte, de
aterro ou nula em cada uma das estacas, parte-se para o
cálculo dos volumes de corte e aterro. Para que se tenha
precisão adequada na estimativa desses volumes, foi
escolhido o método dos quadrados mínimos, com base
em estudo comparativo entre as metodologias disponí-
veis, realizado por Scaloppi (1986).

Uma vez que as alturas de corte e aterro iniciais fo-
ram corrigidas, a relação corte/aterro obtida pelo méto-
do dos quadrados mínimos estará superestimada, em
relação ao valor desejado. Isso significa que o valor de
RS= 1,3 irá resultar em um valor de R4 > 1,3. A solução
para que se tenha o valor desejado de R4= 3 é um pro-
cesso por tentativas, contendo as seguintes etapas: re-
dução do valor de RS e cálculo do rebaixamento “d” cor-
respondente; correção das alturas de corte e aterro ini-
ciais, utilizando “d” calculado; e estimativa do valor de
R4 para as alturas de corte e aterro corrigidas. Se R4 for
igual ao valor desejado, encerra-se o processo. Caso R4

seja, ainda, superior ao valor desejado, faz-se nova redu-
ção do valor de RS e segue-se a seqüência apresentada.

O modelo proposto por Hamad & Ali (1990) para sis-
tematização de terras permite a obtenção de conforma-
ções côncavas, convexas ou lineares do perfil do terre-
no, conforme os valores atribuídos aos coeficientes da
equação: Z x, y = a + b . x r + c . y s.

A função-objetivo do modelo original é dada por:

∑ ∑
=

n

1=x 1
,   =MIN

m

y
yxE

em que:
K = escalar da função-objetivo, equivalente à soma

dos valores absolutos de altura de corte e aterro nas
estacas x, y (m);

Ex,y = altura de corte ou de aterro na estaca x,y (m); e
m, n = número de pontos existentes nos eixos coor-

denados x e y, respectivamente.
A altura de corte ou de aterro (E x, y) em qualquer

estação (estaca) da grade de pontos, cujas coordenadas
são x, y, é dada pela diferença entre a cota natural do
terreno na estação x, y, simbolizado por H x, y ,  e    Z x, y .
Portanto:

Ex y,  =  H   -   Zx,y x,y

Os coeficientes e expoentes da equação que descre-
ve o perfil da superfície sistematizada devem variar den-
tro de determinados limites, o que corresponde ao con-
junto de restrições:
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Ia  a  Sa;  Ib  b  Sb;  Ic  c  Sc;  Ir  r  Sr e
Is  s  Ss

Nelas, I é o limite inferior do intervalo de variação
das variáveis a, b,c, r, s  e  S é o limite superior do inter-
valo de variação das variáveis a, b, c, r, s. Completam o
conjunto de restrições as seguintes séries de equações:

Smaxx  b . r . xr-1   Sx       Smaxy  c . s . y s-1  Sy

em que:
Smaxx= declividade máxima tolerável na direção x da

superfície sistematizada (m/estaca);
Smaxy= declividade máxima tolerável na direção y da

superfície sistematizada (m/estaca);
Sx= declividade mínima tolerável na direção x para

drenagem superficial (m/estaca); e
Sy= declividade mínima tolerável na direção y para

drenagem superficial (m/estaca).
A declividade em qualquer estaca nas direções x e y,

respectivamente, não será superior ao valor máximo es-
tipulado e nem inferior ao mínimo necessário para que
haja drenagem superficial. O conjunto de equações pro-
posto por Hamad & Ali (1990) não considera a relação
corte/aterro. Neste estudo, foram propostas duas novas
versões deste modelo.

No modelo de programação não-linear de Hamad &
Ali (1990) modificada com Rs= 1, conforme recomenda-
ção de Brooke et al. (1997), evitou-se o uso da função
valor absoluto na função-objetivo, a fim de que os pro-
blemas de programação não-linear possam ser solucio-
nados pelo programa computacional “GAMS”. Para isto,
foram realizadas algumas modificações no modelo origi-
nal de Hamad & Ali (1990), criando-se uma nova variá-
vel, W, dada por:

W Ex y
y

m
=    

x=1

n

,
=
∑∑

1

O somatório das alturas de corte e aterro nas estacas
x, y (W) é dado em metros. Esse valor W deve atender à
seguinte restrição: W ≥  0 . Neste modelo proposto, a
função-objetivo não será mais de minimização do
somatório dos valores absolutos das alturas de corte e
de aterro, K, e sim de minimização do somatório das altu-
ras de corte e de aterro, W.

O valor de W deve ser o menor possível, não poden-
do ser negativo. Portanto, o menor valor possível de W
é zero. Quando W for zero, significa que o somatório
das alturas de corte é igual ao somatório das alturas de

aterro (RS = 1). Porém, é possível obter valores nulos de
W para vários valores de K. A solução ótima deve
corresponder a W= 0, com o menor valor possível de K.
Conseqüentemente, o processo de solução é por tenta-
tivas, ou seja, vai se reduzindo o valor de K até que não
seja mais possível solucionar o problema. A última solu-
ção possível é a ótima. Para fazer este processo, neces-
sita-se de uma restrição do tipo:

K    Q

em que:
K= escalar da função-objetivo, equivalente à soma

dos valores absolutos de altura de corte e aterro nas
estacas x, y (m); e

Q= valor arbitrário que vai sendo diminuído a cada
resolução do modelo, até que a solução não seja mais
possível (m).

Após encontrar a solução ótima, deve-se calcular o
rebaixamento que irá resultar em uma relação corte/ater-
ro igual ao valor desejado (neste caso, R4= 1,3), com
base no método dos quatro pontos. Este procedimento
é feito por tentativas. No modelo de programação não-
linear de Hamad & Ali (1990) modificada com Rs > 1, ocorre
uma formulação mais abrangente que a anterior, uma vez
que permite solucionar o problema para qualquer valor
> 1 de relação corte/aterro (RS). A restrição que trata da
relação corte/aterro baseia-se no método do somatório,
ou seja:

W . (1 + RS) + K . (1 – RS) = 0

em que,
W = somatório das alturas de corte e aterro nas esta-

cas x,y (m).
Podem-se obter os valores do somatório das alturas

de corte (SC) e do somatório das alturas de aterro (SA)
utilizando as seguintes equações:

SC = K - SA

Neste modelo, sendo a relação corte/aterro > 1, o
menor valor possível de W não será mais zero, e sim um
valor positivo. Novamente, o processo de solução é por
tentativas. A última solução possível é a ótima. Por ten-
tativas também é o processo que visa obter as alturas de
corte e aterro que correspondam à relação corte/aterro
desejada, com base no método dos quatro pontos. Isto
é feito reduzindo-se o valor de RS e, com as alturas de
corte e aterro resultantes, estimando-se o valor de R4. O

 K
(Rs + 1)

SA =
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processo é finalizado quando se obtém o valor esperado
de R4 (neste caso, 1,3).

Os modelos de Programação Não-Linear foram solu-
cionados utilizando-se o programa computacional GAMS
(“General Algebric Modeling System”) com o “solver”
MINOS, e o os algoritmos básicos adotados são o de
Newton, o do Gradiente Reduzido e o de Lagrange, con-
forme descrito em Brooke et al. (1997).

Para aferir a consistência do sistema de equações
dos modelos desenvolvidos, adotou-se a seguinte es-
tratégia: obter a equação do plano e as alturas de corte e
de aterro pelo método dos quadrados mínimos generali-
zado; fixar esses valores de altura de corte e de aterro na
formulação de cada modelo desenvolvido; verificar se
se reproduzem os coeficientes e expoentes originais da
equação do plano, gerados pelo método dos quadrados
mínimos generalizado. Para avaliar os modelos existentes
e os propostos, foi selecionada uma área de formato irre-
gular, com 1,8 ha (Figura 1), com espaçamento entre esta-
cas de 20 m x 20 m, conforme Scaloppi & Willardson (1986).

Quando os limites da área não são fornecidos, assu-
me-se que eles sejam paralelos às linhas e colunas mar-
ginais da grade regular de estacas e que estejam à meta-
de do espaçamento regular entre elas.  Dessa forma, os
limites da área estão a 10 m das linhas e colunas margi-
nais da grade regular de pontos e na área 3 a 15 m.

Os pontos que definem o limite da área não são com-
putados nos procedimentos de cálculo que determinam
a equação da superfície sistematizada, porém são utili-
zados nos cálculos para estimativa do volumes totais de
corte e de aterro.

RESULTADOS E DISCUSSÃO

O método dos quadrados mínimos resultou na se-
guinte equação final do plano, em metros: h(x,y)= 2,2276-
0,0032x-0,2433y. Novamente, houve necessidade de um
processo por tentativas que identificou como sendo 1,21
o valor de RS, o qual corresponde ao valor desejado de
R4 (R4= 1,3).

A Tabela 1 apresenta os somatórios dos volumes e
das alturas de corte e aterro e a relação corte/aterro com
base no Método dos Quatro Pontos (R4) e no Método
do Somatório (RS).

No modelo de programação não-linear de Hamad &
Ali (1990) modificado com RS= 1, a equação final da su-
perfície sistematizada obtida, com Zx,y em metros, é dada
por: Zx,y= 2,301+5,036.10-6x5+0,297y0,915.  Uma vez que o
método somatório superestima os volumes de corte de
aterro, seria necessário um RS= 1,22 para se ter os mes-
mos valores de volume de corte e volume de aterro que
resultaram em R4= 1,3 (pelo método dos quatro pontos).

A Tabela 2 apresenta os somatórios dos volumes e
das alturas de corte e aterro e a relação corte/aterro com
base no método dos quatro pontos (R4) e no do soma-
tório (RS).

No modelo de programação não-linear de Hamad &
Ali (1990) modificado com RS > 1, a equação final da
superfície sistematizada obtida, com Zx,y em metros, é
dada por: Zx,y = 2,327-4,781.10-6x5-0,317y0,888. O valor de
Rs que resultou em uma relação corte/aterro de 1,3, com
base no método dos quatro pontos, foi de 1,22.

A Tabela 3 apresenta os somatórios dos volumes e
das alturas de corte e aterro e a relação corte/aterro com
base no método dos quatro pontos (R4) e no do
somatório (RS).

Tabela 1. Somatórios dos volumes e alturas de corte e aterro e
relação corte/aterro com base no método dos quatro pontos
(R4) e no do somatório (RS)

Σ  vol. de corte m3 520
Σ  vol. de aterro m3 403
R4 — 1,3
Σ alturas de corte m 1,60
Σ alturas de aterro m 1,31
RS — 1,22

Variável
Método dos

quadrados mínimosUnidade

Figura 1. Cotas originais da área (em metros) com espaçamento
regular entre estacas de 20 m x 20 m.
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Os modelos que fornecem a equação da superfície
sistematizada com expoentes das variáveis x e y, po-
dendo assumir valores diferentes de 1, foram aque-
les que resultaram em menor movimentação de terra,
ou seja, em menor volume de corte e aterro. Porém,
neste caso, não houve diferenciação de desempe-
nho entre os dois modelos de programação não-line-
ar, utilizando-se a metodologia de Hamad & Ali (1990)
modificada.

Os modelos que utilizam a metodologia de Hamad &
Ali (1990) modificada, com RS= 1 e RS > 1, apresentaram
resultados idênticos em termos de volume total de cor-
te, sendo esse valor 11,3% menor que aquele fornecido
pelo método dos quadrados mínimos.

Conforme se verificou, os modelos que possibilitam
que a superfície sistematizada assuma perfis que não
sejam lineares (expoentes diferentes de 1 para as variá-
veis x e y) resultam em menores valores de volume de
terra movimentada, quando comparados ao método que
fornece a equação do plano (perfil linear nas duas dire-
ções; expoentes de x e y iguais a 1). O modelo que utiliza
a metodologia de Hamad & Ali (1990) modificada gerou,
na direção “x”, um perfil côncavo ao definir como sendo
5 o valor do expoente da variável  x.  Por sua vez, na
direção “y” o perfil foi suavemente convexo, pois o ex-
poente da variável y esteve próximo a  0,9.

CONCLUSÕES

Os modelos de programação não-linear, adaptados e
desenvolvidos neste trabalho, mostraram-se adequados
para aplicação em áreas irregulares.

Verificou-se que ambos os modelos de programação
não-linear utilizando a metodologia de Hamad & Ali (1990)
modificada forneceram menores valores de movimenta-

Σ  vol. de corte m3 461
Σ  vol. de aterro m3 357
R4 — 1,3
Σ alturas de corte m 1,408
Σ alturas de aterro m 1,154
RS — 1,22

Hamad & Ali (1990)
modificada RS=1Variável Unidade

Tabela 2. Somatórios dos volumes e alturas de corte e aterro e
relação corte/aterro com base no método dos quatro pontos
(R4) e no do somatório (RS)

ção de terra quando comparados com o método dos
quadrados mínimos.
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Σ  vol. de corte m3 461
Σ  vol. de aterro m3 357
R4 — 1,3
Σ alturas de corte m 1,419
Σ alturas de aterro m 1,163
RS — 1,22

Variável
Hamad & Ali (1990)

modificada RS>1Unidade

Tabela 3. Somatórios dos volumes e alturas de corte e aterro e
relação corte/aterro com base no método dos quatro pontos
(R4) e no do somatório (RS)


