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Deducao da Eguação da Curva Normal 
J. M. POMPEU MEMORIA (*) 

A distribuição normal é entre tôdas as distribuições a 
mais importante, quer sob o ponto de vista teórico, quer 

sob o ponto de vista aplicado. À dedução de sua expressão 
analítica foi feita por processos. distintos por Laplace e seu 

contemporâneo Gauss, mas êstes métodos não são facilmen- 
te encontrados nos compêndios de cálculo de probabilidades 
e de estatística. Geralmente, a curva normal é apresentada 
como o limite da distribuição binomial simétrica, processo 
que julgamos artificial. Realmente, quando n na distri- 
buição {p#q)n, onde p==4, obtém-se a curva normal, mas 

também tende para a normalidade a distribuicao de médias 

oriundas de qualquer populacdo, desde que n seja suficien- 
temente grande. 

. No presente artigo, tentaremos desenvolver o método 
de Gauss, delineado por Sokolnikoff (2). Evitaremos “saltos” 

na deducio, de modo que os interessados menos dotados de 

um conhecimento avancado de matematica possam segui-la 
sem grandes dificuldades. Alias, outra não é nossa intenção 

senão a de divulgar éste processo analitico, tornando-o ac- 

cessivel aos prolissionais da agronomia que fazem uso dos 
métodos estatisticos. 

De um modo geral, uma variavel aleatéria distribui-se 

normalmente quando suas Ilutuações dependem da soma de 

flutuacoes, aproximadamente da mesma grandeza, de um 

grande namero de causas que agem independentemente, pre- 

duzindo um pequeno efeito cada uma. Tal situação é encon- 

trada na heranca de alguns caracteres quantitativos, que é 

determinada por grande numero de genes e cuja expressao 

depende da acao conjunta de um complexo de fatores meso- 

lógicos. A éste tipo de distribuição obedecem também os 

erros acidentais, que dependem de um grande numero de 

causas desconhecidas. 

Seja X1,X2,... Xn um conjunto de medições de uma 

grandeza, feitas independentemente, merecendo todas elas o 

mesmo grau de confianga, Se m é a melhor estimativa des- 
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sas medidas, os erros cometidos nas medições individuais 
serão respectivamente: 
e M AS X9 iEn = R 

Considerando-se que os erros positivos e negativos são 
igualmente prováveis, sua soma algébrica é nula: 

n n 

Z(Xi-m)=0.'.YX-—-nm=o,e portanto 
= =1 
n 
OG- 

m=—=1=X ;e consequentemente f(x) =f(—x), isto é, 
n 

f(x) é uma função par. Além disso, como os erros maiores 
530 menos provaveis que os menores, f(x) deve ser uma 
função decrescente para x >0, e desde que erros infinita- 
mente grandes não podem ocorrer f(©)=0. Essas conside- 
rações conduzem a uma curva que deve ter aproximada- 
mente a forma da fig. 1, onde as ordenadas representam as 
probabilidades de ocurréncia dos erros : x I ZDsE s EE 
clero, pois, que a area subtendida por essa curva é dada 

© 
pela integral J f(x)dx =1, porque f(x) é uma função de 

—oo 
probabilidade ou disiribuição. 

Z 

Fig. 1 

A probabilidade de que um érro ocorra entre os limi- 

S xi+Ax 
tes xj e xj + A x é dada pela mtegralf f(x)dx. 

5 e 

Como as medidas foram feitas independentemente, a 
probabilidade da ocurrência simultânea dos vários erros é:
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P=1(x1).1(x2)...T(xn) ouP=t(X1-m)...{(Xp-m)(1) 

Considerando-se que a melhor estimativa das medidas 
é também o valor mais provavel, pode-se determinar f(x), 
Foi justamente éste o método empregado por Gauss que, 
assumiu axiomaticamente que a probabilidade é maxima quan. 
do m =X, a média aritmética das medições. Se P é°maxi- 
mo, seu logaritmo também o é. Tirando-se o logaritmo ne- 
periano de (1), derivando-se em relacio a m, e anulando-se 
a derivada, obtem-se : 

PXq1-m) P(Xa-m) VARC R) s, 
[ ) TR B e m o me a o t) 

P(Xj - 
Fazendo-se f—zx:—_:% = g(xj) , pode-se escrever (2) sob a 

forma : Ê 

g(x1) + g(x2) + g(x3) + . . . + g(xp) = 0, subordinada 
n 

à condição de Y xj = 0. Havendo apenas duas medições 
i= 

tem-se: g(x1) + g(x2) = 0 e x| + x2 =0 , donde 
x2=—x] e g(x1)=—g(—x1). Com trés medicoes: 

g(x1) + g(x2) +g(x3)=0ex; +x3 +x3 =0, don- 
de g(x1) + g(x2) = — g(x3). Mas, g(x3) = — g(—x3) e 
— X3 = x| + x2, portanto — g(x3) = g(x1+ x2), donde 

B&x1 + x2) =g(x1 ) + g(x2) (3) 
Obtendo-se as derivadas parciais de (3) em relação a 

X4 e X2, tem-ser 

8 (1) =8'(x1 +x2)egx2)=gx|+ x2). 0 gx1)= 
=g 2] 4 

Como x| e x2 sdo independentes, a equação (4) só se 

verifica quando g'(x] ) = g'(x2) =c , portanto g(x] )=c x1 

Px) EXA 
i ° tem-se o) — SE 

(5) , que sendo integrada fornece i(x). E' conveniente, en- 
tretanto, utilizar a notação de Leibnitzantes de se fazer a 

integração. Seja, pois, f(x) = y e P(x) :% . A fórmula 

e g(x2)=c x2. Como g(x) — 

. d ” 
[5] reduz-se então a TX— —cy x . Separando-se as varia-
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2 
onde É é a constante de integráção e pode ser feita 

cx2 
C =Ip K, e a féormula toma então a forma —%;— = e 

) : _cx2 
Vel O dx , e integrando-se vem: lh y = —5—+C, 

cx 2 
ou f(x)=K e 2 ,ondeKe c são constantes arbitrarias. 

Em (2) a derivada 1* de P foi anulada, mas, esta con- 

dição tanto pode determinar um maximo como um minimo. 

As duas condigdes que determinam o máximo de uma fun- 
ção, sao: 1) A derivada 1* deve ser nula. II) A derivada 2º 
deve ser negativa. Estas condi¢des aplicadas ao nosso caso 
particular, conduzem a: 

B) ) 17 () — [P(x)]2 = 0 —— 2 
s Lic) 12 

D Z6 

ex? . 
ix)=Ke 2 .,Px)=cxix), Mx)=cx(x)+ ci(x). 

Substituindo-se êsses valores em (6), acha-se: 

f(x) le x P(x) + e i(x)] — [e x {(x)]2 

L) ? 
e portanto c deve ser negativo. Escolhendo-se c negativo 

podemos, entretanto, fazer f(x) decrescer rapidamente à me- 

<0 (6) 

<0,donde Fe<oOo, 

dida que x cresce. Fazendo-se ;—E—hz , obtem-se 

2 DS 
1E SE a 

A constante K é determinada sob. a condição de que 

a integral Jf(x) dx =1. Mas, antes de efetuar esta integra- 
D) Á 

o 
ção, convém integrar-se e dx que é uma função mais 

— 

0o — x2 o — x2 E 

simples. J edx=2| e dx , pois e é uma função 

par e, portanto, a curva é simétrica em relação ao eixo das 
SE 

ordenadas. Fazendo-se [ = J € dx ; tem-se 
o
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oo 00— (x2 4 y2) 
12=j e dx dy . Esta integral dupla é facil- 

0’0 

mente resolvida, transformando-se as coordenadas cartesianas 
em polares, o que é feito mudando-se as variaveis x e y por: 

x=g cos ¥ , y=osenú, x2+y2=p2, vide Ken- 
ney (1). O elemento de área dA = dx dy para a função 
f(x,y) = 0 é no novo sistema de coordenadas dA = 

= [J (Ll ”)]dg dó , onde J ( ) é o simbolo que in- 

dica o valor absoluto do determmdnte 

ox dx 
Y do DO _ 

2,1;) = ()yª d , diferente de 0 . 

do 09 

Este símbolo é chamado Jacobiano ou função determinante 
da transformação. 

Chamamos a atenção do leitor que, por falta de mate- 
rial tipográfico, foi empregada a letra grega ó ao invés de 
delta redonda para a notação de derivada parcial. 

20x dy dx d 
PD e do 

sendo ox_ cos ¥ ox sen ¥ s.Ã sengdg ú, e õ do 50 (4 3 iy À , 

uA EA — | cos — 0 sen ¢ i 
35 = @ cos 7, donde dA ! iy iy do dó 

= (0 cos2n + ¢ sen2 ) do dá = odo dú. O elemento de 
integração dx dy torna-se odo d¢ e os limites de integra- 

ção são 0 e % para ¢, eOeWparaz/. 

e o — o 
12=j IZ e odo d = —j e 0do = [— 2 

4 4 
0 0 0 0 

s o — x2 
VT f ESA & 

donde I = 5 tiA integral [ e dx = VT . Aplican- 
— & 

®© —h 2x2 
do-se éste resultado em Kr e dx = 1 , obtem-se 

2o 
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1 EAA o] 
(°— h2 x2 T ¥ * donde ob- 
el d(hx) 

(M. O máximo de (7) verifica-se para 

x=0¢e éVLTf' A constante h é chamada “módulo de pre- 

cisão” na curva dos erros, pois, quanto maior h a curva de- 
h 

cresce mais rapidamente do seu valor maximo o=, demo- ” 

do que a probabilidade de grandes erros é pequena. Isto é 
ilustrado graficamente na figura 2. 

Convém lembrar que x = X — m , sendo m =X a mé- 
dia da amostra. Entretanto, para se lidar com um modêlo 

matemático aplicável a todos os casos, o número n de da- 

dos deve ser considerado infinitamente grande, o que equi- 
vale a lidar com uma população hipotética de média 

!//x/‘ 

Fig. 2 

aritmética u . A melhor estimativa de 4 é X, média da 
amostra. Assim, a fórmula (7) pode ser expressa do seguin- 

—h2X 1)2 
te modo: 1T(x) =V º (8) : A constante h, 

pode, por sua vez, ser expressa em função da variância 02 
que juntamenie com g constituem os dois parametros da 
distribuicao normal. 

Para isso, sera necessario primeiramente definir o que 

se entende por «expectancia», vide Uspensky (3). A média 
aritmética de uma distribuigdo continua ou a sua expectan-
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© 
cia é : 1= E(X):J X I(X) dX, e é as vezes chamada de 

—— o 

1º moinento em relação à origem. A letra E é o simbolo 

proprio para designar a expectancia, A expectancia da dis- 

tribui¢ao expressa na {prmu]a (8) é entao: 

o — h2(X—w? 
E(X)= Vi Xe dX , que desenvolvendo 

— oo 
obtem-se : 

P — h2(X —p)? uh co— h2 (X — )2 
v=1 e dX s Sl d 

E(X) Jwi(; n) e dX + VTR DA 

o — h2 (X = p)? 
A integral I D) e dX é da forma 

=% 

F 

como já se viu anteriormente. Portanto, E(X) =n . A va- 

riancia 02= E(X — ;)2 é também chamada 2* momento em 

relacaio a média, e pode ser escrita do seguinte modo : 

o ©2 —h2 x2 h 
02 :f x2 f(x) dx T [ xe dx. Estamtegracio 

Y Sl 
pode ser resolvida por partes, fazendo-se : 

—h2 x2 em — h2 x2 

dvis="xle dx ,u=x,donde v=|x € dx 
= o 

1 = n2x2 —h2x2.º 

v=2h'2*e ],donde 02,2]12[*& ] — 

E E 

1 /º-h2x2 @ __h2x2 Y 

2]172Í e d. ComoJ e dx :th VA tem-se 

T~ 
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—h2x2— 
l conduz a um valor indeterminado. Esta 

—— 0 
indeterminação pode ser levantada pela regra de L'Hospital : 

: a42 À é — 
lim e NSSA 7 =0 e o mesmo 

2 x2 2 x2 * áw[eh X ] Xªºº[Zhºxeh x ] 

resultado é obtido quando x — — o — Obtém-se assim 

!—xe 

S e Rt el 
02——V—_Tr—_><2h3-—2h2. ªhzaVE' donde 

a2 X2 
S 202 o 202 á 

f(x)—aVz_Tr. e ik 1(X) BT e (9). A férmula 

(9) representa a equação da curva normal de frequéncia, 
sendo também conhecida por equação de Laplace-Gauss. 

A distribuicao normal é determinada por dois parame- 
tros: a média / e a variancia 0%. A raiz quadrada da va- 
riancia, o , é conhecida pelo nome de desvio padrao. Pode- 
se obter uma infinidade de curvas normais (fig. 3), fazendo- 

JO 

Fig. 3 

se variar 1 ou 0=, ou os dois parametros simultâneamente. 
A média aritmética é uma medida da terdéncia central , e 
na curva normal ela confunde-se com a moda e a mediana.
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A moda é o valor mais frequente e a mediana M é um va- 
lor tal que: 

o M i 
j XX = 5 = J XAx 
% M 

A variacdo de 4 desloca a curva para a direita ou para a 
esquerda, ao passo que 0% é o indice de variabilidade ou 
dispersao, e a sua variacdo determina uma curva mais ou 
menos extensa. * 3 : 

Em aplicações práticas, é conveniente reduzir-se tôdas 
as curvas normais a uma forma padrão, de modo que com 
esta curva são construídas as tabelas de ordenadas e áreas 
da curva normal, que são de indubitável utilidade. Isto é 

feito fazendo-se a variável X—;—ª:y, donde dX = 0 dy. 
LA 

Isto equivale a medir as abcissas em unidades do desvio 
padrão (lig. 4). O cálculo da área total subtendida pela cur- 

© 
va f(y) e o eixo das abcissas é dado pelaJ 1) dy, e 

: — o0 
© 

como a curva é simétrica basta efetuar-se[ i(y) dy . A 

y = 9 
1 2 . 

integral Var | e dy , fornece a área compreendida entre 
0 

0 e um valor qualquer y. A função f(y) é uma curva nor- 
mal dey =0 e 0= 1. 

1 

EMTA E 2E TSS T e
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Não ha férmula geral para se eletuar essa integracio, 
mas esta dificuldade pode ser contornada desenvolvendo-se 
a fungdo em uma série convergente, o que é conseguido pela 

2 b 
série de Mac Laurin. Fazendo-se Lº = 2 , donde dy = du V72, 

Y —u2 
a integral transforma-se em: NITFJ e du. A série de 

E 
Mac Laurin nos dá: 

á S u PAA E TEA f(@) to + 10) sa PO 57 +I"@) 37+ . ... 

ES i 
—u2 

i(u)=e , 10) =1 
2 

Plu)y=—2 uze g PiA 

) =e [) o) =i=12 

) =—e Bud—12u) , 70 =0 

2 - 

Y (u)=e (16u4 —48 u2+12) , {IV(0)=12 
) 

V) =—e (32 u5 —180u3+120u), IV (0)=0 

Il u? E= — en 
n(n—1 =0 =i = ) > 

_1._#15_—)01 )(le)n_ '4“];e A 7272'# gt 

81ud w2 | u4 66 
el — & m —— A —— 

T ] Titior s ana 
y —u¢ e 2 4 

e o o o 1 21 

- uô REA Jaw= lioEIgso gm 

donde obtém-se 
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an (D% 
o5 NV 

V'sz)7+ à (\%2)9 — .. ] , que pode ser obti- 

da com o grau de aproximação que se desejar. 

ABSTRACT 

This paper deals with the mathematical basis of the 
normal frequency distribution. The author derives the ana- 
lytical expression of the normal distribution function by the 
method developed by Gauss to determine the error function, 
instead of using the binomial approximation. 

The arbitrary constants that come out are determined 
through the conditons the function ought to fuliill. The final 
result is expressed in terms ol the population parameters, 
ie., the mean 4 and the variance o?. The theoretical basis 
underlying the elaboration of the table of the area under the 
normal curve is explained in detail. 

To make the article more accessible to persons not 
well acquainted with advanced calculus technique it is avoid- 
ed as much as possible to skip the intermediate steps. 
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