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Estimativa de Erros Provenientes do Limite 

— de Sensibilidade da Aparelhagem 

WALTER BRUNE (*) 

É fato conhecido que, segundo os critérios estatísticos, 
uma única observação nada diz com respeito à credibilidade de 
seu valor real. Para o julgamento desta será necessário en- 
tão uma série de ensaios, adotando-se como principal cri- 
tério o desvio padrão a. 

Na técnica experimental de muitos ramos científicos, 
entretanto, só se obtém um resultado significante, à custa de 
tempo e material, razão pela qual, nos laboratórios, comu- 
mente se satisfaz com um, ou, quando muito, três resultados. 

Conhecendo-se, porém, as principais fontes de erros e 
ainda podendo traçar-se os “limites” de sua influência nas 
medições, é possível estabelecer um critério que, com um 
simples resultado, forneça um grau de credibilidade, pelo 
qual, em muitos casos, será evitável uma série de análises 
para medir a variação. 

O presente trabalho pretende desenvolver e explicar, 
por meio de vários exemplos, um método adequado para es- 
timar as influências das principais fontes de erros. Estas, 
ao lado das de erros sistemáticos, dificilmente traçáveis nu- 
meéricamente, a meu ver, derivam-se da deficiência do mate- 
rial e, neste caso, do limite de sensibilidade dos aparelhos 
medidores. 

Se y for o valor a ser determinado, e x o de uma me- 
dição qualquer, que permite achar y, diz-se então, que y 
é função de 7, ou em expressão matemática: y = f(x). 

A determinação de x certamente inclui um êrro A x, e 
êste influirá nocivamente no resultado final y, alterando êste 
para y HAy Ay=y+Ay~—y=ix+ Ax)— ix). 

Certamente podemos considerar À x como valor rela- 

(*) Eng. Agrônomo, Dr. rer. nat, Prof. do Depto. de Quimica e Solos e 
Adubos.
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tivamente pequeno, pois, do contrário, toda medição seria 
ilusória. Portanto, aplicando a série de Taylor: 

x+ Ax) =x) + PE) Ax +P(x)DBx HO AX? qo. 
st 

Teremos então, como primeira aproximação: A v=T9(x) A x; 
e como érro relativo: Ay __ P(x) oe 

y ix) i 
Geralmente se aplica esta conclusão com maior fre- 

quéncia para determinar qual o procedimanto que menos 
influird no resultado final. Pode-se ainda aproveitar éste ra- 
ciocinio para verificar a influência de A x em y; 

1º Ezemplo: A mais simples forma de uma determi- 
nação seria a medição direta; y = x; Ay = A x; 

Se uma vara graduada tem subdivisões de 1 cm. a sua 
“sensibilidade” sera, em sentido exato, de 0,5 cm. para mais 
e para menos. Uma leitura de 21 cm. inclui uma “incerte- 
za” A x =0,5 cm. O resultado final sera de y= 21 + 0,5 cm; (*) 

2º Exemplo: O resultado final é um múltiplo do valor 
lido. (balança decimal, alavancas, etc.). y =a x; Ay = a A x; 

Se numa balança decimal (a = 10) tem, de conformi- 
dade com a sua sensibilidade, como unidade de péso 1 g, o 
valor À x sera de 0,5g para mais e para menos; A x=05 g; 
Feita a leitura direta de 13 g, o resultado final sera de 
=130*5g 

3º Ezemplo : O resultado final pode ser uma potência 
da leitura: y = x A y = nº x"! A x. Veremos aqui, pela 
primeira vez, que o érro final À y, não depende sómente da 
sensibilidade da aparelhagem, s sim também do valor ab- 
soluto de x. Atirando um projétil verticalmente para cima e 
medindo o tempo até que ele volte, teremos como valor da 

altura que alcançou: s = gk ; Considera-se aqui como fon- 

te de erros somente a “sensibilidade” do cronômetro, igno- 
rando desta forma o atrito do ar, a gravidade variavel, etc. 

O érro final sera: A s =EtA t; Se o cronômetro fornecer 

(*) Não há de ser confundido éste modo de escrever com a expressão 
usual estatística M + 0; Aqui se trata do limite máximo, dentro 
do qual será encontrado o valor verdadeiro, no caso em que as 
fontes de erros considerados sejam as únicas que influem sôbre o 

resultado final. 
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a leitura da aproximação de 0,1 seg, o valor A t comportara 
0,05 seg. Uma leitura de t = 29,6 seg fornece o seguinte 
resultado: (g = 9,81 m/seg”®) 

2. 

s= EAs =8tAt;At=005 seg; s= 107417 + 363m, 
Um segundo ensaio fornece o valor t = 3.0 seg. Tere- 

mos a altura "correspondente: s = 11,03 + 0,37 m; Entre- 
tanto, o érro relativo no primeiro ensaio é muito menor do 

que no segundo: AY _ 0,34% resp. 3,35%; 

Como vimos inicialmente, o êrro relativo depende não 

só de A x, mas sim também da relação e) . Procura-se 

tanto quanto possível e oportuno, diminuir esta relação o 
mais possível. Ela será minima, quando à sua 1º derivada 

(x) 

for nula, isto é: PNET 0; 
dx 

4º Exemplo : (*) Medição de resistências galvanicas por 
meio da ponte de Wheatstone. No caso que não haja passae 
gem de corrente elétrica por V, será satisfeita a seguinte 
proporção: 

Ww =. y 

é b—x x 
a resistência incógnita, w a 

"| conhecida e b o comprimen- 

to da resistência contínua, 

que é conhecida, temos: 

. Sendo y 

y= ix) = == ; Px) = Ee ;o érro relativo será : 

TOL IB dpm arb Ly ix) xb—%); dx — xBpm)= 02X Tbix=0; 
P(x)= 

(*) Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, Pg. 520.
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Conclusão: Deve procurar-se tanto quanto possível uma 

medição na parte central da «ponte» ( x=) pois, nesta 

posição, um érro terá menor influéncia no resultado final: 

ALY BURY i AY chaz 
y vás) yi (b= ixyix: 1 

Em regra não se apura um resultado por uma única 
medição, mas, por várias ( X, z, V, ...) 
Sendo y = I (x, 2, v, ...), temos como érro final: 

Ay=0Yax+8lp, +0 pv a UI à 

O érro relativo comporta: 

o oO AS LARUE TEN SUA lO ey 
yi Ty RO XxX y- ó0z y Ov 

5° Exemplo : Para medir a quantidade de MnO de um 
minério, pode-se tratá-lo com ácido oxalico na presença de 
Hy S04 e titular o excesso de ácido oxalico com KMnOy, 
Suponhamos que uma balança tenha a sensibilidade A x = 
0,005 g e a bureta que contém a solução de KMnO, tenha 

uma tal de A v = 0,05cc, e ainda, que os demais dados da 
determinação sejam tão exatos, que os respectivos érros se 
tornem insignificantes. O pêso da amostra analisada com- 
porta em g: y = (x — z), no qual z corresponde ao pêso 
do material mais o recipiente, e 2 ao pêso do recipiente va- 
zio. A x = 0,005 g; À z=0005 g; Av=Ax+ Az. 
Com os valores de x 25g; z=102 g, obter-se-a 
A y = 001; y= 023 + 0,01. Se ainda neste ensaio foram 
empregados 500 cc n/10 de ácido oxalico (portanto 6,3 * 0,05 

a andas 0,350 = VY L STi 
g de ac. oxalico), teremos a equação: w = TOO 126° 

a qual indica a quantidade em g de MnOy reduzida pelo 

ácido oxalico, contido na amostra. (v = nº de cc de 
KMnO, n/10 gasto na oxidação do excesso de ac. oxalico; 

126 = péso molecular de ac. oxalico; 87 = p. m. de MnOz 

aproximadamente). 

A v = 0,05 cc; achado, por exemplo, x = 1,8 cc, teremos : 

= 5 = 63287 E: = L W=02096T; A w=qze—ion A vi À w = 0,00022; 

w = 0,20967 + 0,00022
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A pureza da substância será em % 

s= fo ;As= i Aw 100 WA vi A's =0.10 +396; 
y 

s == 91,16 + 4,06% ; À 

Pelo desenvolvido, se vê claramente a influência de cada 
medição no resultado final. Neste caso o êrro da titulação 
(de 0,1%) é bastante inferior ao oriundo das pesagens. 

Discussão: Uma expressão y + À y, apurada pelo, mé- 
todo desenvolvido, fornece um critério quanto à credibilidade 
de um resultado obtido, ao passo que um simples valor y 
nada afirma neste sentido. 

A interpretação do critério estabelecido pode ser feita 
das seguintes maneiras: 

1. A expressão À y pode ser oriunda da consideração 
de uma ou mais fontes de erros. No primeiro caso, [y = i(x)], 
a probabilidade da locação do verdadeiro valor é uniforme 
sobre todo o período de y — A y até'y + Avy (distribuição 
retangular ou unilorme): 

y-Ay y y+Ady« 

Fig 1 

No segundo caso, [y =f (x, z, v,...)], a distribuição de- 
pende do número de variaveis e da grandeza de cada influén- 
cia no resultado final. Assim, p. ex., a obtenção do péso pela 
diferença de duas pesagens (y = x — z), feitas na mesma 

balança, (A x = A z ) fornecerá uma distribuição triangular: 

y-2y Y y+Ay
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Designando Sia x=p Xe 5a z = yp (2), e se ainda 

y (x) > 9 (2), temos o respectivo grafico : 

Ê 

Y-Ay y- WOW) y yWOOVWE y:Ay 
aa . Fig3 

Pode-se, assim, em cada caso, determinar a possibili- 
dade da posição do verdadeiro valor em procura. 

2. Se vários ensaios de natureza igual forem compara- 
dos entre si, poder-se-a obter um grafico de distribuição, or- 
ganizado conforme a fig. 4: 

Se todos éles abrangerem uma | 
area comum, pode concluir-se RAE 7 7 
que, de fato, as maiores fontes I 
de erros serão as reconhecidas [ 
como tais. | r | 

Se a distribuição for heterogê- | 7 es 
nea, conclui-se—conforme o as- 
pecto desta—que um ou mais en- : I 
saios foram obtidos sob condi- Figo 
ções diferentes, ou ainda, que g 
além das fontes consideradas, 
existem outras de importância significante. 
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