REVISTA CERES ——

DETERMINANTE FUNCIONAL llI
JACOBIANO DE FUNCOES

ANTONIO GONCALVES DE OLIVEIRA (*)

Dadas n fun¢des derivaveis de n varidveis indepen-
dentes:

e o T (15 GARY LSRR R S
Vo' = Tal (U M . )
y“=in (l.l], e, e Un )!

chama-se determinante funcional ou jacobiano das n fun-
¢oes ao determinante de ordem n:

o oh oh
our  dus Oun
J dup  due Oun
d0in  odin =hE ofn
dugr  Odu= Oun

formado com as derivadas parciais, de primeira ordem, de
cada uma das funcoes, em relacédo as variaveis s, U2 . . . Un.
O simbolo que adotamos é o seguinte:

J = d (fl. f2 T f“ )
d(u, ug ... Uy )
APLICACOES
Sejam as seguintes fungdes:
= P cos ¢
y = P sen ¢
J—d(x’y)— cos ¢ — P seu ¢
e R sen @ P cos ¢

(*) Prof. Adjunto da U.R E. M. G.
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A 1% linha do determinante de 2* ordem ¢ constituida
das derivadas de x em relacio a P e a . A 2* linha ¢ for-
mada pelas derivadas de y, em relacao a P e a ¢.

Calculando o determinante, encontramos: P cos 2 ¢ +
P sen®*@ = P (cos? ¢ + sen? ¢ ) = P.

x =P cos ©

y =P sen ©
7=z
§ 129 %) co0s © —Psen© 0
J= (Pé = sen© Pcos©® 0|=P
0 0 |
3x
u=CY
v=Ly —Lx
5 3 x 3 3x 4
o — —3x
Yy . — bl iy
§s sty % Y o v 3
0(xy) B3 ot |
X y
DX 3x
=cy.l|—‘] R ) O
3 v ¥ o ox ey

O determinante funcional é muito empregado na Ana-
lise Infinitesimal, e mormente para fazer certas mudangas
de variaveis, necessarias a simplifica¢do dos célculos.

Resolucao de Integrais

1)f fVazmztx“+y’)dydx

P cosg x2= P® cos3 ¢
y=Psen(p y 2= P%sen®¢g
x2 4. vy2=P2 (cosZ ¢ t sen® ¢)=P?2
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Substituindo e mudando os limites, vem:

a a a . T
T P33 PdPdg= P3dP 2 dP ==
:rr ma%
]:)3 dP = [ :l -

]/ Sl b i 3/,
2)f f f ;§2++yy2_?_ 5 dz dy dx

Fagamos:
X = P cosw

wl?#

M s O
y=P senw J = 5P W z)) =P
z=12z
x*=P% cos?w x2+4+y2=DP2 (cos? w+sen? w)=

y2=P%send w = P2

3 3
(xz+y2) :I:(Pz) 2 —Pps3
Multiplicando-se éste resultado pelo jacobiano, tem-se:
PSR SPR
Mudando os limites e substituindo, vem:

sec w & P
P Ph e dz dP dw =
sec w sec w

= '— AECE], :' ~f f P3dP dw=

J f_'l-f_ [Pd‘_—lsec w ﬂfi n d

A 4 P — 4 Sec*wdw

4 £ 4| b 16 i
f sec? x dx = f(1 + 1% %) sec? x dx:fsec?xdxi-

tg3 x

+ﬁg2xsec2xdx=tgx+ 3
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A N T (g3 x | :z[ 1]
e 4 R o = — / —
16_/-04 sect w dw = _|6|:tc,x+ 3 _04 T3 I+3
A T el L8

=16 73" 12

Por meio do jacobiano, obtivemos uma integral mais
simples, entretanto, se usarmos um pequeno artificio, pode-
remos resolvé-la ainda mais facilmente. Se ndo, vejamos:

3
1 X -l/xz -+ y2 (x2 +}2 ) /2 ; o
a S e TRy, O S
3
S A iR e +y)
= XG5y 5
0 o4 o (]/ i ) + z2 dzdydx=

—

3
P Tt g0 g 2o Y oy,
- 5 5 ]/x"‘—-}-}ra_- A y,_ (f}' dx
— 0
1 X ]/Xz R
f f (x*+y?) arctg == — dy dx =
0 0

x¢ +y2

1 X : 115 ;3 X
L (x2+y%)dy clx;“:“—f i PR l dx
. fO fo i ¢ % ot 3 1o
T

1 Xa] a | 4x3 1 T 4x 4 1
e S et A (R :_:-_| & =

Estas integrais foram propostas por H. B. Phillips, pg.
276, da edicio espanhola e Harold Maile Bacon, pg. 606, 14
edicdo. A primeira ficou muito simplificada, em virtude do
jacobiano, pois outra solugdo seria menos facil.

A integral de Gaus, muito empregada em Estatistica,
pode ser também resolvida, de modo semelhante. transfor-
mando as coordenadas cartesianas em polares.
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T
Gf (X2+})dxdy

x = P cos © x2+ y2m::p2
y o= P sen S

S ¥ =
Jouen o

f fze_ P dP 4O
T g % p? N o
? d e PdP::::-g— e ¥ _._—:—Z-X )
Ry T
ez ful

1
2
Por meio da fungdao gama, obtém-se, contudo, uma so-
lucao mais simples,

. — =
= Z X:szz

|

|

Faz-se x?2
e
dx=——2~z 2 dz
0o x2 1 Doioreie ol 1 1 ]/T
fe_ x=?foe z 2dz=?l—‘2—= 3
2

4) f_wzl/ ? dx

2 —
X
Fazendo-se z= 552 ? X =l l/zz

axt l/"— Substituindo, vem:
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1

zl/zxf Vszz V“ﬂf Xl
e B

Eis aqui uma pequena contribui¢io, no sentido de sim-
plificar ainda mais umas questoes consideradas menos ficeis.
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