
REVISTA CERES 

DETERMINANTE FUNCIONAL lll 

JACOBIANO DE FUNÇÕES 
ANTÔNIO GONÇALVES DE OLIVEIRA (*) 

Dadas n funções deriváveis de n variáveis indepen- 
dentes: 

yi = f1 (u, ue, ... Un) 

Ve, = fa (Ur, W 4. - B) 

Jn = la (UI, Us, ... Un 

chama-se determinante funcional ou jacobiano das n fun- 
ções ao determinante de ordem n: 

mo on oh 
du dus —— dun 

a o o ol 

V a a e 

tn in in 
dum  duz dun 

formado com as derivadas parciais, de primeira ordem, de 
cada uma das funções, em relação as variáveis usm, u2 . . . Un. 
O símbolo que adotamos é o seguinte: 

dNA Eh Y ) 
J B R R O] 

APLICAGCOES 

Sejam as seguintes fungoes: 

y =P sen ¢ 

J_ ESA cos ¢ — P seu ¢ 

0(P,p) . | seng P cos & 

(*) Prof. Adjunto da U.R E. M.G. L 

K
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A 1º linha do determinante de 2* ordem é constituída 
das derivadas de x em relagio a P e a@. A 2* linha é for- 
mada pelas derivadas de y, em relação a P e a ¢. 

Calculando o determinante, encontramos: P cos 2 ¢ + 
P senº p = P (cos? ¢ + sen? @) = P. 

y =P sen © 

e e —P (2] — 0 ) cos sen 
J= 2 =|sen® Pcooso 0|=P 3 (P, O, 2) % 5 ; 

3x 
u=CY 

v=Ly —L=x 

3x 3 3x 3 
e q —x 

Y .= "v 
J= GUA = 2 X . . 

d (x y SE e i 
x y 

3x 3x 
=cy,íl—1] REN T 

é y ESA E 
. — O determinante funcional é muito empregado na Aná- 

lise Infinitesimal, e mormente para fazer certas mudanças 
de variáveis, necessárias à simplificação dos cálculos. 

Resolução de Integrais 

a 2 __ 2 

Df f‘/‘"‘ y(xª+yª)dydx 

x = P cosq x2= P2 cos2¢ 

y =P seno y23=P3sen3gp 

x2 + yº = P2 (cos? p t sen® ¢)= P2 

Sty 
J p o 

%
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Substituindo e mudando os limites, vem: 

a X a - T 
T PSP dR d p P34 P T dP == 

= % Pª ap= & [Pª] 

VorE ) 
L e DN 

2 e ; eA e ; 
Taçamos 

x=P cosw 

y=Psenw J = ———ód(();;, ‘};:Y í; =P 

z=12z 

x2="P2 cosº w x2+y2=P2 (cos? w+sen? w): 

y2="P2sen? w = pi¢ 

3, 3/ 
(x2+y2) [2=(p2) /2 =p3 

Multiplicando-se éste resultado pelo jacobiano, tem-se: 

P2 PN 

Mudando os limites e substituindo, vem: 

E sec w P ps 
4 3 PaA dz dPdw :- 

sec w secw 

—f f |— arctg «f f P3dP dw= 

_,,,f_ I:pq_lsecw ”f_ A 
= F5 e =7 /4 secºwdw 1 

4 A AT 161 

fsec'*xdx:f(1+tgª * secªxdx=fsecºxdx+ 

to3 

Em A/'tgªx secê x dx =tg x + gsx 

F 

s
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Por meio do jacobiano, obtivemos uma integral mais 

simples, entretanto, se usarmos um pequeno artificio, pode- 

remos resolvé-la ainda mais facilmente. Se não, vejamos: 
3 

f ETF e 3 
fo T fl/ TR ET 

3/2 

1 fx —— (x2 + y2) 

=fº fº ./J/XH- . (]/ x2+y? )º+zz dz dy dx= 
ES 3 

v e [ty /2 e h L ES 
:f fo e Vx2+;; dy dx - 

2 s o 

1 x 
(x' +y?) arctg 

o o 

Vxº+yª 

Estas integrais foram propostas por H. B. Phillips, pg. 

276, da edição espanhola e Harold Maile Bacon, pg. 606, 1º 

edição. A primeira ficou muito simplificada, em virtude do 

jacobiano, pois outra solução seria menos fácil. 

A integral de Gaus, muito empregada em Estatística, 

pode ser também resolvida, de modo semelhante, transfor- 
mando as coordenadas cartesianas em polares.
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Por meio da fungdo gama, obtém-se, contudo, uma so- 
lução mais simples. 

2 e R 
Faz-se xº =z x=l/z'-zª 

sy 
=— 2 Z dx 5 2 2 

o x2 1/‘00_2 oL 1 1 

e == ( 2E aaam N An aaa 
fu dx 2 /o ; ªrª 

ool A — Ê 
4) f Ve 212 dx 

FS 27x 

%2 E 
Fazendo-se z= 753 x =1 l/zz 

dx = V'— Substituindo, vem: 
2z 
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2x— ff- L gz fºº“l_,fd_ 
l 2x o sz l/4.7t oe‘z á 

: ” : 

20 i) 177 x Y =t 
Eis aqui uma pequena contribuigdo, no sentido de sim- 

plificar ainda mais umas questões consideradas menos faceis. 


