Revista Ceres 35(199):283-296. 1988.

A DECOMPOSICAO DA SOMA DE QUADRADOS DO

RESIDUO (a) NUMA ANALISE DE VARIANCIA DE
ENSAIOS EM PARCELAS SUBDIVIDIDAS, NO
CASO EM QUE NEM TODOS 0S TRATAMENTOS

PRINCIPAIS TEM TRATAMENTOS
SECUNDARIOS Y

Adair José Regazzi-2/
Humberto de Camposlfr

1. INTRODUCAO

Uma das pressuposi¢oes basicas do modelo estatistico adotado na execucao
de uma analise de variancia, visando a correta aplicacao de testes de significan-
cia, € que os erros tenham a mesma variancia. Essa propriedade é conhecida como
homocedasticidade, isto €, erros experimentais com varidncias homogéneas.

Quando a hipotese de homocedasticidade é rejeitada, tem-se o que se denomi-
na heterocedasticidade ou heterogeneidade das variancias,

STEEL e TORRIE (9) classificaram a heterocedasticidade em regular e irregu-
lar.

A heterocedasticidade regular geralmente surge de algum tipo de nao-norma-
lidade dos dados e de alguma forma de relacionamento entre as medias e varian-
cias dos varios tratamentos. Nesse caso, uma transformacao apropriada dos dados
podera fazer com que eles passem a ter distribui¢ao aproximadamente normal.

A heterocedasticidade irregular, ainda segundo os mesmos pesquisadores, é
caracterizada pela maior variabilidade de uns tratamentos, em relacao a outros,
Sem que necessariamente haja relacao entre a média e a variancia.

Um procedimento recomendado, nesse caso, € omitir alguns tratamentos ou
subdividi-los em grupos, de tal forma que, com os tratamentos restantes, ou
dentro de cada subdivisio, se tenha a esperada homocedasticidade.
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Um outro procedimento algumas vezes empregado € subdividir a soma de
quadrados do residuo em componentes apliciaveis as varias comparacoes de inte-
resse. Esse procedimento é tradicionalmente utilizado no delineamento em blocos
casualizados, cuja estrutura é apresentada, dentre outros, por COCHRAN (1) e por
FERREIRA (4).

O objetivo do presente trabalho foi decompor a soma de quadrados do residuo
(a), num experimento em blocos casualizados, no esquema de parcelas subdividi-
das, no caso em que nem todos os tratamentos principais tém tratamentos secun-
darios, estruturando o residuo especifico a cada contraste de tratamentos princi-
pais.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A presenca de erros grosseiros, a assimetria extrema, as anomalias de alguns
tratamentos, as mudancas na varidncia residual e a falta de aditividade dos efeitos
reais sao, segundo COCHRAN (2), os principais fatores que podem afetar a valida-
de da analise de variancia. Dependendo de cada caso, os métodos apontados por
esse pesquisador para contornar essas dificuldades seriam: omissao de alguns tra-
tamentos, desdobramento da variancia residual em componentes e transformacéao
dos dados antes da analise.

Ao examinarem as razoes para a subdivisao do residuo, COCHRAN e COX (3)
afirmaram que, muitas vezes, ha motivos para acreditar que a soma de quadrados
do residuo nao é homogénea, isto é, os erros nao sdo homocedasticos, como € pos-
tulado no modelo matemasatico. Nesse caso, a decomposicao do residuo é util para
a melhor compreensao da natureza do quadrado médio residual e para a obtencéao
de testes validos. Os pesquisadores mostraram como pode ser feito o calculo de
um residuo especifico a cada contraste entre tratamentos, num experimento em
blocos casualizados, exemplificando numericamente com um contraste entre par-
celas tratadas e nao-tratadas.

Uma maneira pratica de decomposi¢ao do residuo foi apresentada por STEEL
e TORRIE (9). Num experimento em blocos casualizados, foi estabelecido um con-
junto de contrastes ortogonais. A seguir, foi calculado o valor de cada contraste
dentro de cada um dos blocos. Esses pesquisadores afirmaram que, se o modelo de
blocos casualizados é valido, nenhuma comparacao dentro de um bloco € influen-
ciada pelo nivel geral do bloco. Como conseqiiéncia, concluiram que a variancia
de qualquer comparacgao entre blocos seria uma variancia apropriada para testar
contrastes entre totais de tratamentos. O processo foi aplicado numericamente,
mas eles nao apresentaram a deducao do método.

HOFFMANN (5) apresentou um método, baseado em transformacoes lineares
ortogonais, para mostrar a decomposicao da soma de quadrados de tratamentos.
Ele mostrou a invariancia da soma de quadrados numa transformacéo linear orto-
gonal e deu uma interpretaciao geométrica a transformacao.

Uma aplicacdo do método da decomposicao do residuo foi apresentada por PI-
MENTEL GOMES (6), analisando um grupo de experimentos de adubacao de al-
godao. Ao fazer a anilise conjunta dos diversos locais, ele considerou individual-
mente os graus de liberdade relativos a contrastes de tratamentos e mostrou
como cada contraste podia ser testado diretamente pelo correspondente compo-
nente do residuo, no caso representado pela interacao locais x tratamentos. Con-
tudo, alerta o autor que esse método tem a desvantagem de reduzir excessivamen-
te o numero de graus de liberdade para os testes, recomendando seu uso somente
quando for grande o numero de locais.
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FERREIRA (4) estruturou a decomposi¢ao do residuo em componentes apli-
céveis e apropriados as comparacoes (contrastes) de interesse. Através do método
das transformacgoes lineares, mostrou a decomposicao do residuo. Na primeira
parte, considerou um experimento em blocos casualizados com I tratamentos e J
blocos e obteve os quadrados médios residuais especificos a cada contraste, dados

por;

S 1,2 ¥, 2
1 E u
QMR(Y,) = — =
EiE: 1
=z ¢ I3 of,
i=1 i=1

sendo th a estimativa do contraste Y dentro do bloco j. Na segunda parte, con-
siderou o caso da anadlise conjunta de experimentos em blocos casualizados. O re-
siduo considerado para testar tratamentos foi a interagao tratamentos x locais.
Cada componente dessa interacao, correspondente ao residuo especifico para tes-
tar o contraste Yp, foi dado por:
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sendo Yhk a estimativa do contraste Yj no local k. Em ambos os casos considera-
dos, mostrou que cada componente do residuo, conseguido através de transforma-
¢oes lineares, correspondia ao residuo apropriado para testar um contraste do
conjunto ortogonal, segundo o qual foi decomposta a soma de quadrados de tra-
tamentos.

3. METODOLOGIA E RESULTADOS

REGAZZI (7, 8) apresentou uma deducao para a analise de varidncia de expe-
rimentos em blocos casualizados, no esquema de parcelas subdivididas, admitin-
do um modelo em que nem todos os tratamentos principais (T) tinham tratamen-
tos secundarios (T'). Considerou, sem perda de generalidade, L tratamentos prin-
cipais, K tratamentos secundarios e J blocos, e apenas os I primeiros (I < L) trata-
mentos principais tinham tratamentos secundarios.

O esquema da analise de variancia, com as férmulas para o calculo das somas
de quadrados, esta no Quadro 1.

O mesmo pesquisador justificou o teste F, por meio do gual, com base nos re-
sultados obtidos, concluiu que os testes das trés hipoteses basicas, isto é, as hipo-
teses de nulidade de efeitos de tratamentos principais (T), efeitos de tratamentos
secundarios (T") e efeitos de interacao (T x T'), deram os resultados usuais, no to-
cante aos residuos apropriados.
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QUADRO 1 - Esquema da analise de variancia
s d
Causas de Graus de g de quadrados*
variacao liberdade
Blocos 55, SQBlocos = —p 7 om-c
: mj;I b
L T2
Tratamentos (T) Tisd, SQTrat. T = % J; -
j=1 i
Residuo (a) (J-1) (L-1) SQR[a]=SQI:_’arcelas—SQBlocos-SQtrat. T
L J P?.
Parcelas (LJ-1) SQParcelas = % I -5—11 -C
i=1 j=1 ~i
1 K
Tratamentos (T') K-1 sQTrat. T' =43~ I TI;Z -C
5 1
B ;1K
Interagao T x T' (I-1) (K-1) SQTrat. TxT' = 3 b I (TT’)?k -
i=1 k=1 =
r g
- % ii T? - SQTrat. T'
Residuo (h) 1(J-1) (K-1) Por diferenca
L. a3 %
Total LK-(L-1)J-1  SQtotal = I & I yi. -
i=1 j=1 k=1
*
Si =K, parai=1, 2, ..., 1e si =1, para i = I+1, I*+2, ..., L
LoJ 5 s I 2 K :
> L T L) (z I I ¥y...)
ce_ 5L 31 ke WE g ¢ ==l j=1 k=1 "MK
10K + (L-T)J UK+ (L-1)J L 1JK
Bj & o total do j-ésimo bloco;
T.l ¢ o total do i-ésimo tratamento principal;
Pi' € o total da parcela para a "interagio" (TB) ij;
T € o total do k-€simo tratamento secundario;
[T‘T'],k & o total para a interacio do i-8simo tratamento principal e k-gsimo
1% tyatamento secundirio.
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3.1. Decomposi¢cdo da Soma de Quadrados do Residuo (a)

O método empregado, neste trabalho, para decompor a soma de quadrados do
residuo (a) foi o mesmo apresentado por HOFFMANN (5) para decompor a soma
de guadrados de tratamentos e, posteriormente, utilizado por FERREIRA (4) na
decomposicao do residuo de um experimento em blocos casualizados, com I tra-
tamentos e J repeticoes. Esse método se baseia na teoria das transformacoes li-
neares, mais precisamente nas transformacoes ortogonais.

De acordo com o Quadro 1, a soma de quadrados do residuo (a) pode ser obti-
da mediante a subtrac¢io, da soma de quadrados de parcelas. da soma de quadra-
dos referentes a blocos e tratamentos, T, ou seja:

SQRa = SQParcelas — SQBlocos — SQTrat. T

> L I8} e L 7}
SQR, = (2. X 3_51— O - :—J}_.l B - ©) t_.}l— ~C)
i=1 j=1 " IK+L-1 =
ou, ainda,
Loy 3, giw
BQR, =(3 3 = o ¥ BH_=F L6 {ev.1)

R T R N S

De acordo com (a.1), a soma de quadrados do residuo (a) pode ser expressa
pela diferenca de duas somas de quadrados e pode ser posta na seguinte forma:

J L P} 1, 1 LT a2
SQR, = X — - ———B) - —(X — - ————) (a2
QRa j=1(i§1 s{ IK+L-I A 5 L

Pode-se entdo aplicar o método das transformacoes ortogonais para realizar
a decomposicao da soma de quadrados do residuo (a).
Sejam as transformacoes

ul —\' 1 _l
i V3

U = ! ' D = D.w_2 ) 1ex.3)
| |
b
L 54 J Vi
sendo D uma matriz ortogonal, de dimensoes L x L, em que os elementos da ulti-
ma linha sao iguais a dLi - \—1;{%& i=1,2, .., L note-se que essa linha é um

vetor com modulo igual a 1) e as demais linhas devem satisfazer algumas condi-
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¢Oes, conforme sera visto adiante. A matriz A e os vetores 4 4 j € 9 séo definidos da
seguintes forma:

== ] ) = ’_ - - B
- P,
Vs g L 1
0 . 0 Pos T
61-'_ eﬂ2=
1
0 0 o P, .
L ol = LJ_ _TL_

sendo ¢ 15 © vetor dos totais dos L tratamentos no bloco j e ¢ 9 0 vetor dos L totais
de tratamentos.

De acordo com as transformacgoées definidas em («.3), tem-se:

£ L p?
S uZ = U'U = 0,AD'DAy; = (B0 (A8,) = .8 —L, (@4)
i=1 1 =="+ S - R -
e
L
o e T L T
21 %1 = YV 5 8,0DDMs =@0ia) . ¢ L (5)
= 1 8§
Ainda pela definicdo das transformacoes, os elementos uy, e vy, ficam sendo
1 L 1 9 1 9
ug, = ——— % Pij =—h Uy = 7]3‘} (.6)
VIE+L -1 i=1 VIE+L -1 IK+L-I
e
1 L 1 9 1
V= ———— 3 Tj = ; G2, (.7)

e E i —_— GV, —
VIK+L-T i=1 vIK+L-1 L kL1
De (a.2), (w.4), (a.5), («6) e («.T), vem

J 1 1,

L

2 32 s 2 .2

S8QRg= 2 (X Uj-u)) -—(2 Vi - ¥%)

IR T = T T =
¥ Tl |
SQRy = X (X v -+

j=1i=1 ! i=1
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ou

S £ &5t S
QR, = 2 (2 u)——( Vi), (cr.8)
S = o T -y h
e 0 indice % refere-se a variacao do indice original, ¢, nas (L—1) primeiras colunas.
Da matriz D, sabe-se que sua tltima linha é um vetor, com madulo igual a 1,
OB
cujos elementos sao iguais a ———, 1= 1,2, ... L. Deve-se agora verificar
VIK+L-1
quais as condicoes a serem satisfeitas pelos elementos que, inicialmente, foram
chamados dpj th = 1,2, .., L-1;i=1,2, .., L), das L. - 1 primeiras linhas de D.

Para que essas linhas sejam ortogonais com a ultima, deve-se ter

L —
Y dpivsi=0, (th=12, .., L-1) (x.9)
¥1

Para que elas sejam ortogonais entre si, € necessario que

LA

dhidji= 0, (.10)

i=1

ecomh# jth=12 ..,L-1;j=1,2, ., L-1).
Além dessas condicoes, para que D seja uma matriz ortogonal, deve-se ter

L

E d2= 1. lee.11)
{1
Fazendo
Chi
Vs(
dhi= — 75
I3 (@.12)
i=1 55

a condicao {«.11) fica imediatamente satisfeita.

Sendo chj o coeficiente da média do i-ésimo tratamento, T, a condi¢ao («.9)
exige que

L
}_‘ =

Chi=0
i=1 hi (e, 13)

e a condicao (+.10) exige que

L o
S Chi%i

— =0, tee.14)
i=1 5§
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comh+# jth=12 .., L-1;j=1,2, ..

De acordo com («.3), tém-se

_ ij
up = 2 dp —

i=1 N 8j
Considerando («.12), obtém-se:

L oy
z_mp

AR
i1 Si

uh=———-T}2ﬂ

Vh——————-—-
2
V3 G

i=1 5§

Consequientemente:

REVISTA CERES

(ex.15)

(e.16)

As expressoes (a.8), («l5) e («.16) mostram que se pode decompor a S5QR4 da
maneira conveniente, desde que os coeficientes cp sejam escolhidos de modo que

satisfacam as restricées (a.13) e («.14).

Assim,
L s
(2 —h—l-Pi'
g 12,—11=1 5
SQRgq = X _
S = I
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= =
L cpj L cChi
() —Pijjz (2 —my?
J i=18 i=1 S
%—1 $ i
SQR == .
4 h=1 j:]' & cﬁ L Chl
¥ i T N Sk
i=15§ i=1 8
Chi
Fazendo ap; = —, tem-se:
8
o 2 o 2
s L;l g (131 ahiPij} [izl ahiTi}
&p=1| j=1 L ’ (@.17)
3, I3 sa?
2 S8}, =y S84
Utilizando a expressao («.17), as restricoes («.13) e (¢.14) passam a ser
S
2 =
e
L
.:- Siapijajj = 0,
comh+#jh=12 .,L-1;j=1,2, .. L-1).
Em virtude das condicoes impostas aos coeficientes apj, tem-se que
L
= aniTj
i=1
representa a estimativa de um contraste, Yy, entre totais de tratamentos, e
L
iy a P,
i hitij g
anotado por Ym, representa a sua estimativa dentro de determinado bloco j.
Entao, (a.17) pode ser posta na forma:
1 o R
SQRa = 2 (.18)
h=1 I\_. 9 % 9
2 sty TS, sidy
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Mas

(Y2
= SQ(Yp),

Ii 2
A | 5;a, .
1 P

i .
hi) = 8Q(Yyd - bloco j),

L
N .
=1 5%

J g2
e thJ}
=1 L
X sia%i
i=1

= 8Q (Ypd. Blocos).

Assim, de («.18), vem:

1

Ii_
SQR, =
i

I:SQtYhd. Blocos) - SQtYh]. (.19)

Por outro lado, numa analise de variancia em blocos casualizados, no esque-
ma de parcelas subdivididas, o residuo (a) se identifica com a «interacdo- de tra-
tamentos principais e blocos (T x B).

Desdobrando-se a SQTrat. T em seus (L-1) componentes, relativos a (L—1)
contrastes ortogonais, tem-se:

SQTrat. T = SQY; + SQYy + .. + SQYp, ;.
Logo, a SQIT x B) pode também ser decomposta do seguinte modo;
SQITxB) = SQ(Y, xB) + SQIYoXB) + .. + SQ(Yy, 1XB),

e SQ(Yh X B) da um residuo apropriado para o contraste Yy
Logo:

L-1 _
H=1 SQ(Yh XxB) =

1

SQR, = SQR,(Yy,). (.20)

=0 Sl

=1
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Num desdobramento usual de uma interacido de dois fatores, A e C, pode-se
estudar o efeito de um dos fatores em cada nivel do outro. como, por exemplo:

A d ¢
A d G
A d Cy

Sabe-se que:

J
J,;l SQA d  Cj) =SQAXC) + SQA,
ou seja:
J
SQAXC) = j§1 SQA d.  Cj - SQA (@.21)

De («.19), (.20} e («.2]), vem:
SQ(Yy, d. Blocos) - SQ(Yp) = SQ(Y, XxB) = SQR4(Yy),

isto é, a S(J.}Ra se decompoe em (L—1) componentes, cada um deles associado a
um dos (L—1) contrastes ortogonais em que se decompode a SQTrat. T.
Pode-se entdao concluir que:

2
» T "
J_l thJ] (¥ }2
SQRaI_Yh} =

5 2

- 2
; 3 5
i=1 Si8pi 4 i=1 S5i%hj

Cumpre observar que, em cada decomposicao da SQR,, os contrastes devem
ser ortogonais entre si. Entretanto, desde que se tenha definido um contraste,
pode-se obter, isoladamente, qualquer componente dessa decomposicao.

No caso em estudo, a SQR, tem (L-1)J-1) graus de liberdade. Entao,-cada

um dos seus (L-1) componentes tem (J— 1) graus de liberdade e da origem a qua-
drados méedios do tipo:

SQR,(Yp)

MR_(Y}) =
MR, Yh J-1

(.21)

que sao residuos apropriados para testar contrastes entre totais de tratamentos
principais.
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Segundo COCHRAN e COX (3), um argumento contrario ao emprego do méto-
do é a diminuicao do ntumero de graus de liberdade, o que, as vezes, torna o teste
inadequado as circunstancias presentes. Concluem que esse método nao deve ser
usado sem boas razoes.

Nos casos em que podem ser formados grupos de tratamentos, com variancias
nao muito discrepantes dentro de cada grupo, a decomposicao total do residuo (a)
nos seus L-1 componentes talvez nao seja o procedimento mais indicado. Nesses
casos, uma decomposicao parcial do residuo pode ser mais viavel, visto que a
obtencéo de residuos especificos para testar grupos de contrastes simultaneamen-
te proporcionara a vantagem de maior nimero de graus de liberdade para os
testes a serem efetuados.

Sejam, entao, os L tratamentos principais divididos em dois grupos, a saber:
Grupo 1 (Gy): com os I tratamentos principais que tém tratamentos secunda-
rios.

Grupo 2 (Gg): com os (L-I) tratamentos principais restantes.

Ao estabelecer o conjunto de contrastes ortogonais de interesse, pode-se ter
um esquema da analise de variancia relativo as parcelas, conforme apresentado
no Quadro 2.

Para conseguir a decomposicao da soma de quadrados do residuo (a), como
apresentada no Quadro 2, nao é necessario fazer a sua decomposicao nos L-1 com-
ponentes. Ela pode ser obtida por meio do calculo da soma de quadrados de uma
interacio, ou seja, interacao de cada grupo de tratamentos com blocos. Natural-
mente, se, por exemplo, determinado grupo incluir apenas um tratamento, nao
haverda comparacao dentro desse grupo.

QUADRD 2 - Esquema da analise de variancia, relativo as parcelas com uma
decomposicao dos tratamentos T e do residuo (a)
g Craus de
Causas de variacao liberdade Somas de quadrados
Blocos J-1 SQBlocos
Grupos (Gl Vs GZJ 1 SOGl Vs G2 .
Entre Gl I-1 SQGl
Entre G, L-1-1 SQG,
(Tratamento T) (L-1) SQTrat. T = SQGl Vs GE N
+ 5Q6; + 5Q0,
Interagao grupos x blocos J-1 SOR,
Interagao Gl x blocos (I-1) (J-1) S0R,
Interagao G, x blocos (L-1-1) (J-1) SQR3
3
Residuo (a) [(L-1) (J-1)] SQR(a) = X SQR,
i=1
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E interessante ressaltar o fato de que, obtendo-se residuos especificos para
testar individualmente os (L-1) contrastes, cada um dos (L-1) componentes do resi-
duo tera apenas (J-1) graus de liberdade. Por outro lado, uma decomposicao par-
cial do residuo (a), por exemplo a apresentada no Quadro 2, proporcionara a van-
tagem de maior numero de graus de liberdade associados aos testes necessarios.

4. CONCLUS®ES

Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir que:

Nos experimentos em blocos casualizados, com os tratamentos dispostos no
esquema de parcelas subdivididas, a decomposicao da soma de quadrados do resi-
duo (a) pode ser obtida através do emprego de transformacées lineares.

Quando se faz sua subdivisao em cbmponentes simples, a soma de quadrados
do residuo (a) se faz acompanhar de uma subdivisdo do seu numero de graus de li-
berdade. Portanto, recomenda-se cautela no uso desse método, devido a reducao
drastica do numero de graus de liberdade para cada residuo especifico.

Se ha heterogeneidade nas variancias dos tratamentos principais, mas € possi-
vel varios grupos sem que as variancias dentro de cada grupo sejam muito discre-
pantes, a decomposicao parcial do residuo (a) é mais indicada, visto que a obten-
¢ao de residuos especificos para testar grupos de contrastes simultaneamente pro-
porcionara a vantagem de maior niumero de graus de liberdade associados aos tes-
tes necessarios,

5. RESUMO

Subdividir a soma de quadrados do residuo em componentes aplicaveis as va-
rias comparacoes de interesse constitui um dos procedimentos recomendados
para resolver problemas de heterocedasticidade do tipo irregular.

Este trabalho constou da obtencao de residuos especificos a cada contraste de
tratamentos principais, mediante o emprego de método baseado na teoria das
transformacoes lineares, mais precisamente nas transformacées ortogonais. Sao
apresentadas as deducgoes. Recomenda-se, sempre que possivel, a decomposicdo
parcial do residuo (a), uma vez que a obtencao de residuos especificos para testar
grupos de contrastes simultaneamente proporcionara a vantagem de maior nuume-
ro de graus de liberdade associados aos testes necessarios.

6. SUMMARY

(THE DECOMPOSITION OF THE WHOLE PLOT ERROR SUM OF SQUARES
IN A SPLIT-PLOT DESIGN WHEN THE SMALL PLOT TREATMENTS
ARE ABSENT FOR THE WHOLE PLOT TREATMENTS)

The partitioning of the error sum of squares in components corresponding to
comparisons of the interest is one of the recommended procedures to solve the
heterogeneity of variance problems of the irregular type. This paper shows how to
obtain specific errors for each contrast of interest among the main treatments,
through a method based on the linear transformation theory, i.e,, orthogonal trans-
formations. Formulae are developed and a partial decomposition is suggested to
test a group of contrasts simultaneously, allowing a high number of degrees of
freedom for the statistical tests.
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